
Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

Robert Brown áûë ïåðâûì, êòî ñèñòåìàòè÷åñêè îïèñàë â 1827 ã. íåðåãóëÿðíîå äâè-

æåíèå ìàëûõ ÷àñòèö ïûëüöû è ñóñïåíçèé íåîðãàíè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (ñòåê-

ëà, ìèíåðàëîâ) â âîäå. Ýòî "áðîóíîâñêîå äâèæåíèå"ïîêàçàíî íà ðèñ.1. Ïîñëå ðàáîò

Áðîóíà áûëî ìíîãî ðàññóæäåíèé î ïðèðîäå ÿâëåíèÿ, íî áîëüøèíñòâî ïðèâîäèìûõ

ãèïîòåç â 19 âåêå ìîæíî áûëî îïðîâåðãíóòü, ðàññìàòðèâàÿ ýêñïåðèìåíò Áðîóíà,

â êîòîðîì êàïëÿ âîäû ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ðàçìåðîâ, ïîãðóæåííàÿ â ìàñëî è ñîäåð-

æàùàÿ òàêèì îáðàçîì òîëüêî îäíó ÷àñòèöó, äåìîíñòðèðîâàëà íåïðåêðàùàþùååñÿ

äâèæåíèå. C. Weiner â 1863 ã. áûë ïåðâûì, êòî âûñêàçàë ñîîáðàæåíèÿ, áëèçêèå ê

ñîâðåìåííîé òåîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (òî åñòü, ÷òî îíî âûçâàíî áîìáàðäè-

ðîâêîé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ìîëåêóëàìè îêðóæàþùåé å¼ ñðåäû). Ñëåäóåò îòìåòèòü

òàêæå ïîäðîáíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå M. Gouy (1888 ã.), êîòîðîå ïîä-

äåðæèâàëî ìîëåêóëÿðíî - êèíåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Åãî

âûâîäû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùèõ ñåìè ïóíêòîâ:

1. Äâèæåíèå î÷åíü íåðåãóëÿðíî, ñîñòîèò èç ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé, è òðàåêòî-

ðèÿ íå èìååò êàñàòåëüíîé.

2. Äâå ÷àñòèöû äâèãàþòñÿ íåçàâèñèìî, äàæå åñëè îíè ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó

íà ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå èõ äèàìåòðà.

3. ×åì ìåíüøå ÷àñòèöû, òåì àêòèâíåå èõ äâèæåíèå.

4. Ñîñòàâ è ïëîòíîñòü ÷àñòèö íå âëèÿþò íà äâèæåíèå.

5. Óìåíüøåíèå âÿçêîñòè æèäêîñòè ïðèâîäèò ê áîëåå àêòèâíîìó äâèæåíèþ.

6. Óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû æèäêîñòè ïðèâîäèò ê áîëåå àêòèâíîìó äâèæåíèþ.

7. Äâèæåíèå íèêîãäà íå ïðåêðàùàåòñÿ.

Íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå ðÿäà ìîëåêóëÿðíî- êèíåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (òà-

êèõ êàê ó÷åò ïåðåäà÷è èìïóëüñà ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ìîëåêóë æèäêîñòè ñ ÷àñòèöåé,

÷òî äàåò m〈v2〉/2 = 3T/2 , ãäå ∆v åñòü èçìåíåíèå ñêîðîñòè ìîëåêóë ïîñëå ñòîëê-

íîâåíèÿ, ðàâíîå ∆v = (m/M)v ; èëè ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñêîðîñòü 
s ÷àñòèöû

äîëæíà áûòü M〈ṡ2〉 = (3/2)T ), óäîâëåòâîðèòåëüíîå îáúÿñíåíèå áðîóíîâñêîãî äâè-

æåíèÿ ïîÿâèëîñü òîëüêî â 1905 ã. â ðàáîòå Ýéíøòåéíà "Î äâèæåíèè âçâåøåííûõ â

ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ÷àñòèö, òðåáóåìîì ìîëåêóëÿðíî- êèíåòè÷åñêîé òåîðèåé òåï-

ëîòû". Àíàëîãè÷íîå îáúÿñíåíèå áûëî íåçàâèñèìî ïðåäëîæåíî Ñìîëóõîâñêèì â 1906

ã., êîòîðûé â äàëüíåéøåì ñèñòåìàòè÷åñêè ðàçâèâàë ýòó òåîðèþ.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ íèæå âûâîäîì Ýéíøòåéíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ýòîò âûâîä áàçèðîâàëñÿ íà äâóõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèÿõ :

à) ïðè÷èíîé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ÷àñòûå å¼ ñòîëêíîâåíèÿ

ñ ìîëåêóëàìè æèäêîñòè.

á) äâèæåíèÿ ýòèõ ìîëåêóë ñòîëü ñëîæíîå, ÷òî åãî ýôôåêò íà âçâåøåííóþ â æèä-

êîñòè ÷àñòèöó ìîæåò áûòü îïèñàí òîëüêî âåðîÿòíîñòíûì îáðàçîì, â òåðìèíàõ èñ-

êëþ÷èòåëüíî ÷àñòûõ,ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñòîëêíîâåíèé.

ðèñ.1. Íàáëþäåíèÿ ïîëîæåíèÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè

âðåìåíè τ.

Ðàçâèòèå ýòèõ äâóõ èäåé Ýéíøòåéíîì ñîäåðæèò âñå îñíîâíûå êîíöåïöèè, êîòîðûå

áóäóò ïðåäìåòîì ìîèõ ëåêöèé ïî ñòîõàñòèêå.

Åãî àðãóìåíòû âûãëÿäÿò òàê: "Íåîáõîäèìî ÿñíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ áðî-

óíîâñêàÿ ÷àñòèöà äâèãàåòñÿ íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ÷àñòèö; áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü,

÷òî äâèæåíèÿ îäíîé è òîé æå áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â ðàçëè÷íûå èíòåðâàëû âðåìå-

íè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïðîöåññàìè, åñëè ýòè èíòåðâàëû âðåìåíè íå âûáðàíû

î÷åíü ìàëûìè."

"Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ î÷åíü ìàëûé ïî ñðàâíåíèþ ñ íà-

áëþäàåìûìè ïðîìåæóòêàìè âðåìåíè, íî âñå æå íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî äâèæåíèå

÷àñòèöû â äâóõ ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ïðîìåæóòêàõ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà ñîáûòèÿ."

Ïóñòü òåïåðü â æèäêîñòè íàõîäèòñÿ âñåãî n âçâåøåííûõ ÷àñòèö. ×åðåç ïðîìåæó-

òîê âðåìåíè τ êîîðäèíàòû Õ îòäåëüíûõ ÷àñòèö îïðåäåëåííûõ ÷àñòèö óâåëè÷èòñÿ

íà ∆ , ïðè÷åì ∆ äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû èìååò ðàçíîå (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöà-
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òåëüíîå) çíà÷åíèå. Äëÿ ÷àñòîòû ïîâòîðåíèÿ ∆ ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé çàêîí:

÷èñëî dn ÷àñòèö, êîòîðûå çà âðåìÿ τ ïåðåìåùàþòñÿ íà âåëè÷èíó, ëåæàùóþ ìåæäó

∆ è ∆ + d∆ , ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

dn = nϕ(∆)d∆,

ïðè÷åì
∫∞
−∞ ϕ(∆)d∆ = 1 è ϕ îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî äëÿ î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèé

∆ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ(∆) = ϕ(−∆).

Èññëåäóåì òåïåðü, êàê êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ϕ , ïðè÷åì ìû îãðà-

íè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà çàâèñèò òîëüêî îò x è t.

Ïóñòü ν = f(x, t) åñòü ÷èñëî ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà. Âû÷èñëèì ðàñïðåäåëåíèå

÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t + τ , èñõîäÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîìåíò t . Èñõîäÿ èç

îïðåäåëåíèÿ ϕ(∆) , ëåãêî íàéòè ÷èñëî ÷àñòèö, êîòîðûå â ìîìåíò âðåìåíè t + τ

íàõîäÿòñÿ ìåæäó äâóìÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ê îñè X ïëîñêîñòÿìè ñ àáñöèññàìè x

è x+ dx . Òîãäà èìååì

f(x, t+ τ)dx = dx

∫ ∞
−∞

f(t, x+ ∆)ϕ(∆)d∆. (1)

Òàê êàê τ î÷åíü ìàëî, òî

f(x, t+ τ) ≈ f(x, t) + τ(∂f/∂t).

Ðàçëîæèì òåïåðü f(x+ ∆, t) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ∆ :

f(x+ τ, t) = f(x, t) + ∆(∂f(x, t)/∂x) + (∆2/2!)[∂2f(x, t)/∂x2] + ....

Ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî âíåñòè ïîä èíòåãðàë, òàê êàê äëÿ íåãî ñóùåñòâåííû òîëüêî

ìàëûå çíà÷åíèÿ ∆ . Òîãäà

f(x, t) + τ
∂f

∂t
= f

∫ ∞
−∞

ϕ(∆)d∆ +
∂f

∂x

∫ ∞
−∞

∆ϕ(∆)d∆ +
∂2f

∂x2

∫ ∞
−∞

∆2

2
ϕ(∆)d∆ + .... (2)

Â ïðàâîé ÷àñòè (2) áëàãîäàðÿ ϕ(∆) = ϕ(−∆) âòîðîé, ÷åòâåðòûé è òàê äàëåå ÷ëå-

íû îáðàùàþòñÿ â íóëü, òîãäà êàê èç ïåðâîãî, òðåòüåãî, ïÿòîãî è òàê äàëåå êàæäûé

ñëåäóþùèé î÷åíü ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî∫ ∞
−∞

ϕ(∆)d∆ = 1,
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è ïîëàãàÿ
1

τ

∫ ∞
−∞

∆2

2
ϕ(∆)d∆ = D, (3)

ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (2), îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïåðâûì è òðåòüèì ñëàãàåìûì â

ïðàâîé ÷àñòè,
∂f

∂t
= D

∂2f

∂x2
. (4)

Ýòî èçâåñòíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè, è D- êîýôôèöèåíò äèô-

ôóçèè. Ñ ýòèì ðàçëîæåíèåì ñâÿçàíî åùå îäíî âàæíîå ñîîáðàæåíèå. Äî ñèõ ïîð âñå

÷àñòèöû ìû ðàññìàòðèâàåì â îäíîé è òîé æå êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå. Ýòî, îäíàêî, íå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, òàê êàê äâèæåíèå îòäåëüíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì.

Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû â å¼ ñîáñòâåííîé êîîðäè-

íàòíîé ñèñòåìå, íà÷àëî êàæäîé ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì öåíòðà òÿæåñòè äàííîé

÷àñòèöû â ìîìåíò t = 0 ñ òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü f(x, t)dx îáîçíà÷àåò

÷èñëî ÷àñòèö, êîîðäèíàòû X êîòîðûõ çà âðåìÿ îò t = 0 äî t = 1 âîçðîñëè íà

âåëè÷èíó, ëåæàùóþ â ïðåäåëàõ îò x äî x+ dx . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f èçìåíÿ-

åòñÿ òàêæå ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (4). Äàëåå î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ x ≷ 0 è t = 0 äîëæíî

áûòü f(x, t)dx = 0 è
∫∞
−∞ f(x, t)dx = n . Òåïåðü çàäà÷à, ñîâïàäàþùàÿ ñ çàäà÷åé î

äèôôóçèè èç îäíîé òî÷êè (â ïðåíåáðåæåíèè âçàèìîäåéñòâèåì äèôôóíäèðóþùèõ

÷àñòèö), ìàòåìàòè÷åñêè âïîëíå îïðåäåëåíà; å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

f(x, t) =
n√

4πDt
exp(−x2/4Dt). (5)

Ðåøåíèå (5) óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî, ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïî x - êîîðäèíàòå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F (k, t) =

∫
dxe−ikxf(x, t),

f(x, t) =
1

2π

∫
dkeikxF (k, t).

Òîãäà óðàâíåíèå äèôôóçèè (4) ïåðåõîäèò â áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó

∂F

∂t
= −Dk2F → F (k, t) = F (k, 0)e−Dk

2t.

Äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ f(x, t = 0) = δ(x) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò

F (k, t = 0) = 1.
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Òîãäà èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

f(x, t) =
1

2π

∫
dkeikxe−Dk

2t =
e−x

2/4Dt

2π

∫
dke−Dt(k−ix/2Dt)

2

︸ ︷︷ ︸√
π/Dt

=
e−x

2/4Dt

√
4πDt

,

ãäå íà âòîðîì øàãå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî −Dk2t+ikx = −Dt(k−ix/2Dt)2−x2/4Dt,

è íà ïîñëåäíåì ýòàïå ìû èñïîëüçîâàëè ãàóññîâ èíòåãðàë
∫
dke−α(k−b)2 =

√
π/α,

êîòîðûé ñïðàâåäëèâ äëÿ êîìïëåêñíûõ b .

Ýéíøòåéí çàêàí÷èâàåò "Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì (5) ïîäñ÷èòàåì ïåðåìåùåíèå λx

âäîëü îñè X , êîòîðîå â ñðåäíåì ñîâåðøàåò ÷àñòèöà, èëè âûðàæàÿñü òî÷íåå, êîðåíü

êâàäðàòíûé èç ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî êâàäðàòîâ ïåðåìåùåíèé âäîëü îñè X ,

ýòî äàåò

λx =
√
〈x2〉 − 〈x2

0〉 =
√

2Dt.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå ïåðåìåùåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî
√
t .

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïîëíûõ ñìåùåíèé

÷àñòèö (òî åñòü â 3-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) ðàâåí λx
√

3 . "

ðèñ.2.

Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè íåðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî ôîðìóëå (5).

Ïðèâåäåííûé âûøå âûâîä Ýéíøòåéíà ñîäåðæèò ìíîãî âàæíûõ ïîëîæåíèé, êîòî-

ðûå âïîñëåäñòâèè áûëè ðàçðàáîòàíû áîëüøå è áîëåå îáîáùåííî è ñòðîãî, è êîòîðûå

áóäóò â äàëüíåéøåì ïðåäìåòîì ìîèõ ëåêöèé. Íàïðèìåð:
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1) Óðàâíåíèå ×åïìåíà - Êîëìîãîðîâà (Chapman - Kolmogorov), ïîÿâëÿ-

åòñÿ êàê óðàâíåíèå (1).Îíî óòâåðæäàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü äëÿ ÷àñòèöû áûòü â òî÷êå

x â ìîìåíò âðåìåíè t + τ äàåòñÿ ñóììîé âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåìå-

ùåíèé ∆ îò ïîëîæåíèé x + ∆ â ìîìåíò âðåìåíè t . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îñíîâàíî

íà íåçàâèñèìîñòè ∆ îò ïðåäûäóùåé èñòîðèè äâèæåíèÿ; íåîáõîäèìî ëèøü çíàòü

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ìîìåíò t - à íå â ïðåäûäóùèå âðåìåíà. Ýòî åñòü

ïîñòóëàò Ìàðêîâà è óðàâíåíèå ×åïìåíà - Êîëìîãîðîâà äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ

(1) ïðåäñòàâëÿåò ñïåöèàëüíóþ ôîðìó, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì äèíàìè÷åñêèì óðàâ-

íåíèåì âñåõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

2) Ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà- Ìîéàëà (The Kramers- Moyal expansion). Ýòî ðàç-

ëîæåíèå èñïîëüçîâàëîñü ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ ×åïìåíà - Êîëìîãîðîâà (1) ê

äèôôóçèîííîìó óðàâíåíèþ (4).

3)Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà. Äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì

â âàæíîì êëàññå ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò íåïðåðûâíûå

òðàåêòîðèè.

1. Ê.Â. Ãàðäèíåð - Ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ.Ìîñêâà. Ìèð.1986.

2. Ð.Õîðñòõåìêå, è Ð.Ëåôåð - Èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåõîäû. Ìîñêâà.Ìèð.1987.

ñ.69

Áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà èñïûòûâàåò ñî ñòîðîíû ìîëåêóë æèäêîñòè îãðîìíîå - ïî-

ðÿäêà 1021 â ñåêóíäó - ÷èñëî ñîóäàðåíèé; òàê êàê M � m , òî äåéñòâèå îòäåëüíîãî

ñîóäàðåíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Íî ïîñêîëüêó ÷èñëî íåïðåñòàííî ïðîèñõîäÿùèõ

ñîóäàðåíèé âåëèêî, âîçíèêàåò íàáëþäàåìîå â ìèêðîñêîï ýôôåêòèâíîå äâèæåíèå.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êàæäîå ñòîëêíîâåíèå ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî îò îñòàëü-

íûõ. Ýòè ôàêòû ïðèâîäÿò ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, èç-

âåñòíîé êàê âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

Ê ëåêöèè "Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà" ïî Ãàðäèíåðó.

Ïîëó÷åííîå Ýéíøòåéíîì äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå - ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíå-

íèå Ôîêêåðà -Ïëàíêà, êîòîðîå îïèñûâàþòøèðîêèé êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,

îáëàäàþùèõ íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëîæåíèå áðîóíîâ-

ñêèõ ÷àñòèö, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ïîä÷èíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîìó çàêîíó, îïðåäå-

ë¼ííîìó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåïðåðûâíîé ñëó-
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÷àéíîé ôóíêöèè x(t) , (ãäå âðåìÿ t ñ÷èòàåòñÿ íå äèñêðåòíûì, êàê ó Ýéíøòåéíà,

à íåïðåðûâíûì). Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ âîçìîæíîñòè îáîáùèòü äèíàìè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ äî âåðîÿòíîñòíûõ, ÷òîáû èìåòü ñëó÷àéíîå, èëè ñòîõàñòè÷åñêîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x(t) .

Íà÷àëî ýòîìó íàïðàâëåíèþ â ñòîõàñòèêå ïîëîæèë Ëàíæåâåí, ïðåäëîæèâ ïåðâûì

óðàâíåíèå, êîòîðîå íîñèò åãî èìÿ. Åãî ðàññóæäåíèÿ, â îòëè÷èå îò ðàññóæäåíèé

Ýéíøòåéíà, áûëè òàêîâû:

Èç ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áðî-

óíîâñêèõ ÷àñòèö â ðàâíîâåñèè ðàâíà

〈1
2
mυ2〉 = kT/2,

ãäå T - àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, à k - ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Ýòîò ôàêò òàêæå

èñïîëüçîâàëè Ýéíøòåéí è Ñìîëóõîâñêèé. Íà ÷àñòèöó ñ ìàññîé m äîëæíû äåéñòâî-

âàòü äâå ñèëû.

1. Ñèëà âÿçêîãî òîðìîæåíèÿ, äàâàåìàÿ òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è â ìèêðîñêîïè÷å-

ñêîé ãèäðîäèíàìèêå. Îíà ðàâíà mγ(dx/dt) ñ γ = 6πµa , ãäå µ - âÿçêîñòü , à a -

äèàìåòð ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû.

2. Ôëóêòóàöèîííàÿ ñèëà ζ(t) , êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà ïîñòîÿííûìè òîë÷êàìè ñî

ñòîðîíû ìîëåêóë æèäêîñòè íà áðîóíîâñêóþ ÷àñòèöó. Îíà ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ

ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíà è îòðèöàòåëüíà - ýòî âñ¼, ÷òî ìû çíàåì î íåé. Áåç ýòîé

ñèëû âÿçêîå òðåíèå îñòàíîâèëî áû äâèæåíèå ÷àñòèöû.

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ x - êîîðäèíàòû ÷àñòèöû äà¼òñÿ çàêîíîì Íüþòî-

íà:

m
d2x

dt2
= −mγdx

dt
+ ζ(t),

Óìíîæèâ åãî íà x , ïîëó÷èì

m

2

d2(x2)

dt2
−mυ2 = −mγ

2

d(x2)

dt
+ ζ(t)x,

òàê êàê

x
d2x

dt2
= x

d

dt
(
dx

dx
) =

d

dt
(x
dx

dt
)− (

dx

dt
)2 =

d

dt
(
1

2

dx2

dt
)− (

dx

dt
)2 è x

dx

dt
=

1

2

dx2

dt
,

ìû âîñïîëüçîâàëèñü åùå òåì, ÷òî ïîñëå óñðåäíåíèÿ 〈mυ2〉 = kT . Òîãäà

m

2

d2

dt2
〈x2〉+ 3πµa

d

dt
〈x2〉 = kT,
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ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 〈xζ(t)〉 = 0.

Åñëè y(t) = d
dt〈x

2〉 , òî m
2
dy
dt +3 πµay = kT.

Îáùåå ðåøåíèå åñòü ñóììà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y1 ïëþñ

îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ y2 . Èòàê,

y1 = kT/3πµa; y2 = C exp(−6πµa/m)t, òî åñòü y = y1 + y2.

d〈x2〉
dt

= kT/3πµa+ C exp

[
(6πµa/m)t

]
,

è ïðè t→∞ òîãäà 〈x2〉−〈x2
0〉 = Dt , ãäå D = kT/6πµa ; èëè D = kT/mγ , òî åñòü

ðåçóëüòàò Ýéíøòåéíà.

"Langevin Equation"ñòð.171.Êðèòèêà óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà.

1. Â ïåðâîé ãëàâå êíèãè áûëî îáñóæäåíî óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ ñâîáîäíîé

÷àñòèöû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôëóêòóèðóþùàÿ ñèëà áåëîãî øóìà óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèåì

〈F (t1)〉 = 0, 〈F (t1)F (t2)〉 = 2Dδ(t1 − t2).

Òàêîé ïîäõîä ìîæíî ïîäâåðãíóòü êðèòèêå ñ íåñêîëüêèõ òî÷åê çðåíèÿ. Îäíà èç íèõ

ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåàëèçàöèè ñ δ - êîððåëèðîâàííûì øó-

ìîì, òî åñòü òàêèå ðåàëèçàöèè äëÿ êîòîðûõ F (t1) èF (t2) ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû

äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëûõ |t1−t2| . Êðèòèêà óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà áûëà êðàòêî îïèñà-
íà Äóáîì, êîòîðûé ïåðâûì ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà íóæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê èíòåãðàëüíîå, à íå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Òàêîé ïîäõîä ïðèâåë

ê äàëåêî èäóùèì ìàòåìàòè÷åñêèì è êîíöåïòóàëüíûì óïðîùåíèÿì, ïîñëåäíèå èç

êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ òåìó ýòîé êíèãè: ÷òî èåðàðõèÿ äèôôåðåíöèàëüíî -

ðàçíîñòíûõ ñîîòíîøåíèé ìîæåò áûòü ïðÿìî ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà, òî

åñòü ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àÿ ïîäõîä óðàâíåíèé Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Ðàññóæäåíèÿ Äóáà

íàèáîëåå ïîíÿòíûå, åñëè öèòèðîâàòü åãî ðàáîòó (1942 ã):

"ïóñòü x(t) åñòü êîîðäèíàòà áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t . Ýéíøòåéí

è Ñìîëóõîâñêèé ðàññìàòðèâàëè x(t) êàê ñòîõàñòè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ. Îíè ïîêàçà-

ëè, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ x(t)− x(0) ãàóññîâà ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåð-

ñèåé α|t| , ãäå α åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

÷åðåç ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû è æèäêîñòè. Áîëåå îïðå-

äåëåííî, òàêîé àíñàìáëü ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ {x(t)} òåïåðü ìîæåò áûòü îïèñàí
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êàê ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþùèõ îäíîðîäíûé âî âðåìåíè äèô-

ôåðåíöèàëüíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ: ðàñïðåäåëåíèå x(s + t) − x(t) ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâûì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé α|t| , è åñëè t1 <, ..., < tn , òî

x(t2)− x(t1), ..., x(tn)− x(tn−1),

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè. Âèíåð, êîòîðûé ïåð-

âûì èññëåäîâàë ýòîò ïðîöåññ ñòðîãî, äîêàçàë â 1923 ã., ÷òî ôóíêöèè ðåàëèçàöèè. ýòî-

ãî ïðîöåññà íåïðåðûâíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ýòîò ðåçóëüòàò äåëàåò ñòîõàñòè÷åñêèé

ïðîöåññ áîëåå ïðèåìëåìîé èäåàëèçàöèåé áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî íå ïðåä-

ïîëàãàëîñü, ÷òî îòìå÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå x(s+ t)− x(s) îêàæåòñÿ ñïðàâåäëèâûì

äëÿ ìàëûõ t . Äàæå åñëè âûâîä îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ìàëûõ t , ìàòåìàòè-

÷åñêèé ôàêò, ÷òî x(s+ t)−x(s) èìååò ñòàíäàðòíîå óêëîíåíèå ∼ |t|1/2 , ïðåäïîëàãàÿ
÷òî, dx(s)/ds íå ìîæåò áûòü êîíå÷íûì, áóäåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ðåçóëüòàò

Ýéíøòåéíà - Ñìîëóõîâñêîãî äîëæåí áûòü ìîäèôèöèðîâàí.

Äðóãîé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ äëÿ îïèñàíèÿ x(t) áûë ïðåäëîæåí Îðíøòåéíîì

è Óëåíáåêîì â 1930 ã. Äëÿ íåãî îêàçàëîñü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå x(s+t)−x(s) - ãàóññîâî

ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

(α/β)(e−β(t) − 1 + β|t|),

êîòîðàÿ ∼ α|t| ïðè áîëüøèõ t , íî ∼ αβt2/2 äëÿ ìàëûõ t (ãäå β - âòîðàÿ êîí-

ñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé). Ôóíêöèÿ ñìåùåíèÿ x(t) , êàê

ïîêàçàëè Îðíøòåéí è Óëåíáåê, èìååò ïðîèçâîäíóþ u(t) è âñå âåðîÿòíîñòíûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç u(t) . Íî äèñïåðñèÿ u(s+ t)− u(s) åñòü

2σ2
0(1− e−β|t|) ∼ 2σ2

0β|t|.

Òîãäà ñíîâà u(s + t) − u(s) ∼ |t|1/2 è du/dt íå ñóùåñòâóåò ïðè t → 0 . Ôèçè÷åñêè

ýòî çíà÷èò, ÷òî áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà íå èìååò êîíå÷íîãî óñêîðåíèÿ. Îðíøòåéí è

Óëåíáåê èñõîäèëè èç óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ u(t)

du

dt
= −βu(t) + A(t),

êîòîðîå åñòü ïðîñòî íüþòîíîâñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû,

äåëåííîå íà å¼ ìàññó. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà - âÿçêîå, à âòîðîå - ñòîõàñòè÷åñêîå.
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Ñèòóàöèÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ u(t) ïîâòîðÿåòñÿ, êàê äëÿ âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà ñ x(t) - òî åñòü u(t) íå èìååò ïðîèçâîäíîé âî âðåìåíè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò

âîïðîñ - ÷òî îçíà÷àåò óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ u(t) . Ñëåäóÿ Äóáó, ìû ïîêàæåì,

êàê åãî íàäî èíòåðïðåòèðîâàòü.

2. Èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà Äóáîì.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ u(t) â âèäå:

du(t) = −βu(t)dt+ dB(t),

è ïîïûòàåìñÿ ïðèäàòü ñìûñë ýòèì äèôôåðåíöèàëàì. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî

åñëè t1 <, ..., < tn òî B(t2)−B(t1), ..., B(t n)−B(tn−1) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâè-

ñèìûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå èõ îäíîðîäíîñòü ïî

âðåìåíè, òî åñòü ñòàöèîíàðíîñòü, òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå B(s+t)−B(s) íå çàâèñèò

îò íà÷àëüíîé âåëè÷èíû s .

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

B(s+ t)−B(s) = 0 è [B(s+ t)−B(s)]2 = c2t, t ≥ 0,

òî åñòü B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Òåïåðü ïðîèíòåãðè-

ðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ îáå ÷àñòè

íà íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè f(t) , ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t èìååì∫ b

a

f(t)du(t) = −β
∫ b

a

f(t)u(t)dt+

∫ b

a

f(t)dB(t).

Åñëè f(t) - íåïðåðûâíà, òî âñå ýòè èíòåãðàëû õîðîøî îïðåäåëåíû. Åñëè f(t) = 1

òî

u(b)− u(a) = −β
∫ b

a

u(t)dt+B(b)−B(a).

Â ïðîöåññå Îðíøòåéíà- Óëåíáåêà u(t) = Ẋ(t) , ãäå x(t) - ñìåùåíèå, êîòîðîå ñóùå-

ñòâóåò, ïîýòîìó äëÿ a = 0 è b = t ìîæíî çàïèñàòü

B(t)−B(0) = u(t)− u(0) + β(x(t)− x(0)).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (b− a) âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ìåæäó ñòîëê-

íîâåíèÿìè, òàê ÷òî B(b)−B(a) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà

B(b)−B(a) =
n−1∑
k=0

[B(tk+1 −B(tk)],
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ãäå

t0 = a < t1 < t2... < tn−1 < tn = b.

Èç ýòîãî îáñóæäåíèÿ ìû âèäèì, ÷òî ñëàãàåìîå dB(t) â óðàâíåíèè äëÿ äèôôåðåíöèà-

ëîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Â áóäóùåì, êîãäà ìû áóäåì

çàïèñûâàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ u(t) , ìû âñåãäà áóäåì èíòåðïðå-

òèðîâàòü åãî êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ f(t) . Ïîëàãàÿ â íåì eβt , ïîëó÷àåì∫ ∞
0

eβsdu(s) = −β
∫ t

0

eβsu(s)ds+

∫ t

0

eβsdB(s).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì (÷òî âîçìîæíî), ïîëó÷èì

u(t)eβt − u(0) =

∫ t

0

eβsdB(s) èëè u(t) = u(0)e−βt +

∫ t

0

e−β(t−s)dB(s).

Òàêîâà èíòåðïðåòàöèÿ (ëèíåéíîãî) óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ u(t) Äóáîì. Åãî

èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà êàê èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñ-

íîâíîé äëÿ âñåãî ïîñëåäóþùåãî.

Ââåäåíèå ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà � Ïëàíêà.

Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà áûëî âïåðâûå èñïîëüçîâàíî Ôîêêåðîì â 1914 ã. è

Ïëàíêîì â 1917 ã. äëÿ îïèñàíèÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Íî äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ

óðàâíåíèåì Ôîêêåðà - Ïëàíêà îáñóäèì ñíà÷àëà áðîóíîâñêîå äâèæåíèåì ìàêðî÷à-

ñòèö â åãî ïðîñòåéøåé ôîðìå.

1.1. Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

1.1.1. Äåòåðìèíèðîâàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Åñëè ìàëàÿ ìàêðî÷àñòèöà ìàññû m ïîìåùåíà â æèäêîñòü, òî ïðè å¼ äâèæåíèè ñî

ñêîðîñòüþ v íà íå¼ áóäåò äåéñòâîâàòüñèëà Ñòîêñà Fc = −αv ãäå α - êîýôôèöèåíò

âÿçêîñòè (èëè "òðåíèÿ"). Åñëè äðóãèõ ñèë íåò, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áóäåò

mv̇ + αv = 0 , èëè v̇ = (α/m)v ≡ γv , òî åñòü γ = α/m = 1/τ .

Òîãäà ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v(t) óìåíüøèòñÿ äî íóëÿ ñî âðåìåíåì ðåëàêñàöèè

τ ñîãëàñíî

v(t) = v(0)e−t/τ = v(0)e−γt.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ýòîì ðàññìîòðåíèè ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèñòè-

÷åñêèì. Óìåíüøåíèå cêîðîñòè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïåðåäà÷è èìïóëüñà áðîóíîâñêîé

÷àñòèöû ìîëåêóëàì æèäêîñòè.
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1.1.2. Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíî óðàâíåíèå.

Äåòåðìèíèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ðàññìîòðåííîå â 1.1.1, èìååò ñìûñë

ëèøü òîãäà, åñëè ìàññà íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî íà ñêîðîñòü ÷àñòèöû òåïëîâûå ôëóê-

òóàöèè íå âëèÿþò. Ïî çàêîíó ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ íà îäíó ÷àñòè-

öó åñòü
1

2
m〈v2〉 =

1

2
T,

ãäå T - òåìïåðàòóðà â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ. Åñëè m ìàëà, òî òåïëîâàÿ ñêî-

ðîñòü vT =
√
〈v2〉 =

√
T/m ìîæåò îêàçàòüñÿ íàáëþäàåìîé, è òîãäà ñêîðîñòü äî-

ñòàòî÷íî ìàëîé ìàññû m óæå íå ìîæåò áûòü òî÷íî îïèñàíà äåòåðìèíèñòè÷åñêèì

óðàâíåíèåì.

Íî åñëè m çíà÷èòåëüíî áîëüøå ìàññû ìîëåêóë æèäêîñòè, òî ìîæíî îæèäàòü,

÷òî äåòåðìèíèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò ïðèáëèæ¼ííî ñïðàâåäëèâî. Ïîýòîìó îíî

äîëæíî áûòü òàê ìîäèôèöèðîâàíî, ÷òîáû êîððåêòíî ó÷åñòü ýíåðãèþ òåïëîâûõ

ôëóêòóàöèé. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â äîáàâëåíèè ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ

ôëóêòóèðóþùåé ñèëû Ff (t) , òî åñòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåïåðü áóäåò

v̇ + γv = Γ(t),

ãäå Γ(t) - åñòü ôëóêòóèðóþùàÿ ñèëà íà åäèíèöó ìàññû, òî åñòü Γ(t) = Ff (t)/m è

å¼ íàçûâàþò ñèëîé Ëàíæåâåíà. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé èëè ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëîé,

ñâîéñòâà êîòîðîé ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ñðåäíåì.

Îáñóäèì òåïåðü å¼ âîçíèêíîâåíèå. Åñëè áû ìû óìåëè ðåøèòü çàäà÷ó òî÷íî (÷òî

ïîòðåáîâàëî áû ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèé äëÿ âñåõ ìîëåêóë æèä-

êîñòè è áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû), òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèëà áûëà áû íå íóæíà. Ââèäó

îãðîìíîãî ÷èñëà ìîëåêóë (∼ 1023) â åäèíèöå îáúåìà æèäêîñòè è îòñóòñòâèÿ èí-

ôîðìàöèè î íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìû áû ïîëó÷èëè ðàçíóþ äèíàìèêó áðîóíîâñêîé

÷àñòèöû. Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî ñòàòôèçèêå â òåðìîäèíàìèêå, ìû ðàññìîòðèì àí-

ñàìáëü Ãèááñà íàøåé ñèñòåìû, â êîòîðîì ñèëà Ff (t) ìåíÿåòñÿ îò ñèñòåìû ê ñèñòå-

ìå, òàê ÷òî åäèíñòâåííîå äîñòóïíîå äëÿ íàñ âû÷èñëåíèå åñòü âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ

ýòîé ñèëû äëÿ àíñàìáëÿ.

Äëÿ ýòîãî çíàòü ñâîéñòâà ýòîé ñèëû Ëàíæåâåíà Γ(t) .

Âî - ïåðâûõ, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå å¼ ïî àíñàìáëþ äîëæíî áûòü ðàâíî

íóëþ, òî åñòü 〈Γ(t)〉 = 0 ââèäó òîãî, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè 〈v(t)〉
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äîëæíî áûòü äåòåðìèíèñòè÷åñêèì, òî åñòü 〈v̇〉 = γ〈v〉 .
Âî-âòîðûõ, êîððåëÿòîð äâóõ çíà÷åíèé ëàíæåâåíîâñêîé ñèëû âî âðåìåíà t è t′

ðàâåí íóëþ äëÿ ðàçíîñòåé âðåìåí t′ − t áîëüøèõ, ÷åì âðåìÿ ñòîëêíîâåíèÿ τ0 ,òî

åñòü

〈Γ(t)Γ(t′)〉 = 0 äëÿ |t− t′| ≥ τ0.

Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ââèäó òîãî, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ

ðàçíûõ ìîëåêóë æèäêîñòè ñ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöåé ïðèáëèçèòåëüíî íåçàâèñèìû.

Îáû÷íî τ0 � τ = 1/γ . Ïîýòîìó ìû óñòðåìèì τ0→ 0 è òîãäà

〈Γ(t)Γt′)〉 = qδ(t− t′).

Ïîÿâëåíèå δ -ôóíêöèè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â èíîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ áðîóíîâ-

ñêîé ÷àñòèöû íå áóäåò êîíå÷íîé, êàê ýòî ïðåäïîëàãàåò çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè "øóìà" q äëÿ ñèëû

Ëàíæåâåíà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

q = 2γT/m.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîððåëÿòîðîâ æèäêîñòè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òèïà

〈v(t1)v(t2)...v(tn)〉 äîëæíû áûòü èçâåñòíû âûñøèå ïîðÿäêè êîððåëÿòîðà Γ(t) .

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γ(t) èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ δ - êîððåëÿöè-

åé. Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàóññîâà øóìà

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Ïîñëåäíèé áûë ïîëó÷åí âïåðâûå Ýéí-

øòåéíîì, êîòîðûé è ïðåäëîæèë òåðìèí "Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå"â 1905 ã.

Ãàóññîâà ñèëà Ëàíæåâåíà ñ δ -êîððåëÿöèÿìè íàçûâàåòñÿ "áåëûì øóìîì" ïî ïðè-

÷èíå òîãî, ÷òî å¼ ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå äàåòñÿ Ôóðüå- ïðåîáðàçîâà-

íèåì δ - êîððåëÿòîðà, íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω . Åñëè æå ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå êîððåëÿòîðà çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω , òî òàêîé øóì íàçûâàåòñÿ öâåòíûì.

1.1.3.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ââèäó òîãî, ÷òî Γ(t) èçìåíÿåòñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîì àíñàìáëå îò îäíîé ñèñòåìû

ê äðóãîé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé âåëè÷èíîé, òî âåëè÷èíà ñêîðîñòè v(t)

òàêæå áóäåò èçìåíÿòñÿ îò îäíîé ñèñòåìû àíñàìáëÿ äî äðóãîé, òî åñòü áóäåò òàêæå

âåëè÷èíîé ñòîõàñòè÷åñêîé.

13



Ïîýòîìó ìîæíî èíòåðåñîâàòüñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàéòè ñêîðîñòü â èíòåðâàëå (v, v+

dv) , èëè èíûìè ñëîâàìè ìîæíî çàäàòü âîïðîñ î ÷èñëå ñèñòåì àíàñàìáëÿ, ñêîðî-

ñòè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå (v, v + dv) , äåëåííîì íà ïîëíîå ÷èñëî ñèñòåì â

àíñàìáëå. Òàê êàê v ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíîé, òî ìîæíî ãîâîðèòü î ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè W (v), êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ðàñ-

ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. Ïðîèçâåäåíèå W (v)dv åñòü òîãäà âåðîÿòíîñòü íàéòè

áðîóíîâñêóþ ÷àñòèöó â èíòåðâàëå ñêîðîñòåé (v, v + dv) . Òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ çàâèñèò êàê îò âðåìåíè t , òàê è îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ W (v, t) , êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçæå, åñòü

∂W

∂t
= γ

∂(vW )

∂v
+
γT

m

∂2W

∂v2
.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ óðàâíåíèé Ôîêêåðà - Ïëàíêà. Åãî

ðåøåíèå ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ W (v, 0) ≡ W (v, t = 0) è ñ ó÷åòîì ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äàåò W (v, t) âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Çíàÿ W (v, t) , ëþáàÿ óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ âåëè÷èíû ñêîðîñòè h(v) ïîëó÷àåòñÿ ïî

ôîðìóëå

〈h(v(t))〉 =

∫ ∞
−∞

h(v)W (v, t)dv.

1.2.Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà.

Â ýòîì ââîäíîì ðàçäåëå â îñíîâíîì îáñóæäàåòñÿ òî, êàêîé âèä èìåþò óðàâíåíèÿ

Ôîêêåðà- Ïëàíêà è åãî ðÿä ñïåöèàëüíûõ ôîðì, êàê îíè ïîÿâëÿþòñÿ, è ãäå è êàê

ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà- Ïëàíêà.

1.2.1.Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé.

Â ïóíêòå 1.1.3. îáñóæäàëîñü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

W (v, t) îäíîìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Êàê òàì îòìå÷àëîñü, ýòî ñïåöèàëüíàÿ

ôîðìà óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà- Ïëàíêà. Îáùèé âèä óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà- Ïëàíêà äëÿ

îäíîé ïåðåìåííîé x åñòü

∂W

∂t
=

[
− ∂

∂x
D(1)(x) +

∂2

∂x2
D(2)(x)

]
W.

Çäåñü D(2)(x) > 0 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè è D(1)(x) -êîýôôèöèåíòîì

ñíîñà. Îáà ýòè êîýôôèöèåíòà ìîãóò òàêæå çàâèñèòü îò âðåìåíè. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-

Ïëàíêà ïóíêòà 1.1.3. ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêîé ôîðìîé óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà- Ïëàíêà,
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ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ñíîñà ëèíååí, à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè-êîíñòàíòà. Ïðè-

âåäåííîå çäåñü óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè W (x, t) .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ãîâîðÿ èíà÷å, ýòî äèôôó-

çèîííîå óðàâíåíèå ñ äîïîëíèòåëüíîé ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî x . Â ìàòåìà-

òè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ òàêæå "âòîðîå (forward) óðàâíåíèå

Êîëìîãîðîâà".

1.2.2 Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà äëÿ N ïåðåìåííûõ.

Îáîáùåíèå 1.2.1 íà N ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xN èìååò âèä

∂W

∂t
=

[
−

N∑
i=1

∂

∂xi
D

(1)
i ({x}) +

N∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
D

(2)
ij ({x})

]
W.

Âåêòîð ñíîñà D
(1)
i è òåíçîð äèôôóçèè D

(2)
ij â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò N ïåðåìåí-

íûõ x1, ..., xN = {x}. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ýòîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ W ({x}, t) îò N ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ {x} ,
ãäå xi ìîãóò áûòü ïåðåìåííûìè ðàçíîãî òèïà, íàïðèìåð êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé.

1.2.3. Êàê âîçíèêàåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà?

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîëíîå ðåøåíèå äèíàìèêè ìàêðîñèñòåìû ìîæåò áûòü ñâå-

äåíî ê ðåøåíèþ âñåõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèè ñîñòàâëÿþùèõ å¼ ÷à-

ñòèö. Ââèäó íåâîçìîæíîñòè ýòîãî, ìû âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóåì ñòîõàñòè÷åñêîå îïè-

ñàíèå ñèñòåìû, òî åñòü îïèñûâàåì ñèñòåìó ìàêðîïåðåìåííûìè, êîòîðûå ñòîõàñòè-

÷åñêè ôëóêòóèðóþò. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ôëóêòóèðóþùèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðå-

ìåííûõ.

Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû ìû ïðåíåáðåãàåì ôëóêòóàöèÿìè

ìàêðîïåðåìåííûõ. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïóíêòà 1.2.2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ìû ïðåíåáðåæ¼ì äèôôóçèîííûì ñëàãàåìûì. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñè-

ñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (i = 1, ..., N)

dxi/dt = ẋi = D
(1)
i (x1, ..., xN) = D

(1)
i ({x}),

äëÿ N ìàêðîïåðåìåííûõ {x} .
Òàáëèöà 1.1 äàåò ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î âçàèìîñâÿçè òðåõ ñòàäèé èçó-

÷åíèÿ ñèñòåìû.
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Ìèêðîñêîïè÷åñêîå ñòîõàñòè÷åñêîå äåòåðìèíèñòè÷åñêîå
îïèñàíèå îïèñàíèå îïèñàíèå
óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ äëÿ âñåõ
ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ

=⇒ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìàêðîñêîïè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
(èëè ñòîõàñòè÷åñêîå
äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå)

=⇒ ñèñòåìà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ

←−

=⇒ ñòðîãèå âûâîäû ←− ýâðèñòè÷åñêèå âûâîäû

Ñòðîãèé âûâîä ñòîõàñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ñ ìèêðîñêîïè÷åñêî-

ãî îïèñàíèÿ. Çàòåì ñëåäóåò äåòåðìèíèðîâàííîå îïèñàíèå èç ñòîõàñòè÷åñêîãî, åñëè

ïðåíåáðå÷ü ôëóêòóàöèÿìè, êàê ïîêàçàíî áîëüøèìè ñòðåëêàìè. Êîýôôèöèåíòû ñíî-

ñà è äèôôóçèè D
(1)
i è D

(2)
ji äîëæíû áûòü ñòðîãî ïîëó÷åíû èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Òàêîé ñòðîãèé âûâîä ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíûì èëè äàæå íåâîçìîæ-

íûì. Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò íà÷àòü ñ äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ è âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè àðãóìåíòàìè, êàê ýòî óêàçàíî ìàëîé ñòðåëêîé â òàáëè-

öå 1.1. Â ýâðèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê äåòåðìèíèðîâàííîìó óðàâíåíèþ äîáàâëÿþòñÿ

íåêîòîðûå ëàíæåâåíîâñêèå ñèëû, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (ïðè êîððåêòíî âûáðàííûõ ëàíæåâåíîâñêèõ

ñèëàõ) óðàâíåíèþ Ôîêêåðà - Ïëàíêà. Èíòåíñèâíîñòü øóìà çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ èç

äðóãèõ àðãóìåíòîâ, íàïðèìåð èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè. È òàêèì

îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà ïóíêòà 1.1.3 äëÿ áðîóíîâ-

ñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ðàçäåëà 1.1.

Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íèæå îáñóæäàþòñÿ êðàòêî è äðóãèå ïîõîæèå óðàâíå-

íèÿ, íàïðèìåð óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå (master equation).

Óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà ëèøü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ äëÿ îïèñàíèÿ

íåïðåðûâíûõ ìàêðîïåðåìåííûõ. Îíî îáû÷íî âîçíèêàåò äëÿ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþ-

ùèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå, íî ìàëûå (èíà÷å - ìåçîñêîïè÷åñêèå) ïîäñèñòåìû, ïîäîáíûå

ïîëîæåíèþ è ñêîðîñòè äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ìàëûõ ÷àñòèö, òîêó â ýëåêòðè-

÷åñêèõ öåïÿõ è ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ â ëàçåðàõ. Åñëè æå ïîäñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ
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áîëüøå, òî îáû÷íî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ôëóêòóàöèÿìè è òàêèì îáðàçîì ïðèéòè ê äå-

òåðìèíèðîâàííîìó îïèñàíèþ. Îäíàêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â äåòåðìèíèðîâàííûõ

óðàâíåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ñòîõàñòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìûì äàæå äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì.

1.2.4. Öåëè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà.

Ðåøèâ óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà, ìû íàõîäèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ñðåäíåå ìàêðîíàáëþäàåìûõ ïðîñòûì èí-

òåãðèðîâàíèåì. Òàê êàê ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà íå îãðàíè÷åíî

ðàññìîòðåíèåì ëèøü ñèñòåì, áëèçêèõ ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-

Ïëàíêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ñèñòåìû âäàëè îò òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, íà-

ïðèìåð ê äèíàìèêå âèõðåé â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíêàõ â óñëîâèÿõ ïðîõîæäåíèÿ

÷åðåç íèõ ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî òîêà ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèìè àìïëèòóäàìè

è ÷àñòîòàìè. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà îïèñûâàåò íå òîëüêî óñòàíîâèâøèåñÿ

ðåæèìû, íî òàêæå è ïåðåõîäíóþ íåñòàöèîíàðíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû, åñëè èñïîëü-

çîâàòü çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà- Ïëàíêà.

1.2.5. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà.

Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëåäó-

þùèõ ñëó÷àÿõ .

1)Ëèíåéíûé âåêòîð ñíîñà è ïîñòîÿííûé òåíçîð äèôôóçèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ïîëó÷èòü êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ.

2) Ïðè óñëîâèè äåòàëüíîãî áàëàíñà. Åñëè âåêòîð ñíîñà è ìàòðèöà äèôôóçèè

ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäåëåííûì ¾ïîòåíöèàëüíûì¿ óñëîâèÿì, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïî-

ëó÷àåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

3) Äëÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà ñ îäíîé ïåðåìåííîé ìîæíî òàêæå ïîëó-

÷èòü ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà

íàðóøåíî, òî åñòü âåðîÿòíîñòíûé òîê íå ðàâåí íóëþ.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà ìîæíî íàéòè è â äðóãèõ

ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîê-

êåðà � Ïëàíêà òðóäíî, åñëè ïåðåìåííûå íå ðàçäåëÿþòñÿ èëè èõ ÷èñëî âåëèêî. Â

êíèãå H.Risken ¾The Fokker � Planck Equation¿ (Second Edition Springer) äåòàëüíî

îáñóæäàþòñÿ è äðóãèå ìåòîäû, òàêèå êàê: êîìïüþòåðíàÿ ñèìóëÿöèÿ (3.6), òðàíñ-

ôîðìàöèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (5.4, 6.3), ìåòîäû
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÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (5.9.2, 6.6.4), àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåí-

íûõ ìîäåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ (5.7), îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà, ìå-

òîäû íåïðåðûâíûõ ìàòðè÷íûõ öåïíûõ äðîáåé äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà

� Ïëàíêà(6.6.6) è íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ìàëûõ âíåø-

íèõ ïîëåé (ëèíåéíûå îòêëèê, ðàçäåë 7).

1.2.6 Óðàâíåíèÿ Êðàìåðñà è Ñìîëóõîâñêîãî.

Óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Êðàìåðñà èëè Êðàìåðñà (1921, 1940) è Ñìîëóõîâñêîãî (1915)

ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ôîðìàìè óðàâíåíèåÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà. Óðàâíåíèå Êðà-

ìåðñà ýòî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êîîð-

äèíàò è ñêîðîñòåé áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîëå. Â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå îíî ïðèíèìàåò âèä [W = W (x, v, t)]

∂W

∂t
=

[
− ∂

∂x
v +

∂

∂v
(γv − F (x)

m
) +

γT

m

∂2

∂v2

]
W.

Çäåñü γ -êîýôôèöèåíò òðåíèÿ (âÿçêîñòè), m - ìàññà ÷àñòèöû, T - òåìïåðàòóðà

æèäêîñòè, F (x) = −mf ′(x) âíåøíÿÿ ñèëà, ãäå mf(x) - å¼ ïîòåíöèàë. Â îòñóòñòâèå

âíåøíåé ñèëû è çàâèñèìîñòè îò x ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà �

Ïëàíêà ïóíêòà 1.1.3. Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå óðàâíåíèþ Êðàìåðñà åñòü
ẋ = v

v̇ = −γv + F (x)/m+ Γ(t)

〈Γ(t′)Γ(t)〉 = (2γT/m)δ(t− t′).

Â îòñóòñòâèå ñèëû F (x) äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ â ïóíêòå

1.1.2. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

mẍ+mγẋ = F (x) +mΓ(t).

Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êðàìåðñà îáñóæäàþòñÿ â ðàçäåëå 10, à ðåøåíèå è

åãî ïðèëîæåíèå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ â ðàçäåëå 11 êíèãè H.Risken. Çäåñü

ìû ëèøü îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êðàìåðñà â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè (è

ïîäõîäÿùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ) äàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Áîëüöìàíà (N- íîðìèðî-

âî÷íàÿ êîíñòàíòà)

Wst(x, v) = N exp[−E/T ],
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E = mv2/2 +mf(x),

÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

Â ñëó÷àå áîëüøîãî òðåíèÿ, òî åñòü áîëüøèõ γ , â óðàâíåíèè äëÿ x ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü ẍ , ïîñëå ÷åãî ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

ẋ = F (x)/mγ + Γ(t)/γ,

è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

êîîðäèíàòå x [W = W (x, t)] åñòü

∂W

∂t
=

1

mγ

[
− ∂

∂x
F (x) + T

∂2

∂x2

]
W.

Ýòî óðàâíåíèå Ôîêêåðà � Ïëàíêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ñìîëóõîâñêîãî. Åãî âûâîä

èç óðàâíåíèÿ Êðàìåðñà è ïîïðàâêè ê íåìóïî 1/γ îáñóæäàþòñÿ â ïóíêòå 10.4.

1.2.7. Îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

Èñïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî îáîáùåíèé óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà- Ïëàíêà. Åñëè äëÿ ïðî-

ñòîòû îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì îäíîé ïåðåìåííîé, òî ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì óðàâíå-

íèå, äëÿ êîòîðîãî ïîÿâëÿþòñÿ áîëåå âûñîêèå ïðîèçâîäíûå ïî x , ÷åì âòîðàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Â îáùåì ñëó÷àå èìååì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãà-

åìûõ, òî åñòü
∂W

∂t
=
∞∑
ν=1

(− ∂

∂x
)νD(ν)(x)W,

è òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êðàìåðñà � Ìîéàëà. Åñëè x óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ Ëàíæåâåíà ñ ãàóñîâñêèì δ � êîððåëèðîâàííûì øóìîì, òî êàê áóäåò

ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, âñå êîýôôèöèåíòû D(ν) ñ ν ≥ 3 èñ÷åçàþò è òîãäà ýòî

óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà- Ïëàíêà ïóíêòà 1.2.1. Åñëè æå x ÿâëÿ-

åòñÿ äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé, òî êîýôôèöèåíòû D(ν) â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íû îò

íóëÿ.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà �Ïëàíêà ñîñòîèò â ó÷åòå

ýôôåêòîâ ïàìÿòè. Òîãäà

∂W (x, t)

∂t
=

∫ t

−∞

[
− ∂

∂x
D(1)(x, t− τ) +

∂2

∂x2
D(2)(x, t− τ)

]
W (x, τ)dτ.

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà � Ïëàíêà ïóíêòà 1.2.1 ïîëíî-

ñòüþ îïðåäåëåíà ðàñïðåäåëåíèåì ïðè t = t0 (ìàðêîâñêèé ïðîöåññ), òî ñòîõàñòè-

÷åñêèé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì ñ ïàìÿòüþ îïðåäåëÿåòñÿ è âñåìè áîëåå
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ðàííèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ). Åñëè, îäíàêî, êîýôôèöèåíòû

¾ïàìÿòè¿ D(1) è D(2) óáûâàþò äîñòàòî÷íî áûñòðî ñî âðåìåíåì, òî ìû ñíîâà ïðè-

õîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà -Ïëàíêà ïóíêòà 1.2.1.

1.3. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà.

Ïåðâûì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà â

ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé è êîîðäèíàò ÷àñòèö áûëî ïîëó÷åíî Áîëüöìàíîì. Ïóñòü

f(~x,~v, t)d3xd3v åñòü ÷èñëî ìîëåêóë ãàçà â ýëåìåíòå îáúåìà d3xd3v ïðîñòðàíñòâà

êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ìîëåêóë (µ - ïðîñòðàíñòâà). Äëÿ ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ

ñèë ~F (x) óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ïðèíèìàåò ôîðìó

(
∂

∂t
+ ~v∇~r +

~F (x)

m
∇~v)f(~x,~v, t) = (

∂f

∂t
)coll,

ãäå (
∂f

∂t
)coll =

∫
d3 ~v1

∫
dΩ|~v−~v1|σ(~v, ~v1|~v′, ~v′1)[f(~x, ~v′, t)f(~x, ~v′1, t)−f(~x,~v, t)f(~x, v1, t)].

Â âåðõíåì óðàâíåíèè ∇~r è ∇~v åñòü ãðàäèåíòû ïî êîîðäèíàòå è ñêîðîñòè. Â

èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ãàçà (âòîðàÿ ñòðîêà) σ(~v, ~v1|~v′, ~v′1) åñòü äèôôå-

ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äâóõ ìîëåêóë ãàçà ñî ñêîðîñòÿìè ~v è ~v1 ïåðåä è ~v′

~v′1 ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Ω îçíà÷àåò óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~v − ~v1 è ~v′ − ~v′1 . Êðî-

ìå ýòîãî, îïðåäåëåííûå ñèììåòðèè σ(~v, ~v1|~v′, ~v′1) è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è

èìïóëüñà ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè. Ñàìûì ñåðü¼çíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ íà-

õîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ åãî íåëèíåéíîñòü,

ñâÿçàííàÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ ïî f åãî èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-

ÿõ âîçìîæíî åãî ëèíåàðèçîâàòü. Íàïðèìåð, äëÿ ãàçà, â êîòîðîì îäíà èç ÷àñòèö

çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì îñòàëüíûå, ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(~p, ~r, t) ýòîé áîëüøîé ÷àñòèöû. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî

óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà- Ïëàíêà òèïà 1.2.1. èëè ñîîòâåñòâóþùåé

òðåõìåðíîé ôîðìû.

Â îòñóòñòâèå âíåøíåé ñèëû F (x) ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì äëÿ (∂f
∂t

)coll ÿâëÿåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà exp[−mv2/2kBT ] .

1.4. Óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå (Master Equation).

Âåñüìà îáùèìè ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ÿâëÿþòñÿ

óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå è îáîáùåííîå óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå. Åñëè x ïåðåìåííàÿ

20



ïðèíèìàåò ëèøü öåëûå çíà÷åíèÿ, òî óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

∂Wn/∂t = Ẇn =
∑
m

[ω(m→ n)Wm − ω(n→ m)Wn].

Çäåñü Wn åñòü âåðîÿòíîñòü íàéòè öåëîå çíà÷åíèå n è ω(m → n) åñòü ñêîðîñòü

ïåðåõîäà (transition rate) îò m ê n , êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Äëÿ íå

ïðåðûâíîé ïåðåìåííîé ñóììà ïåðåõîäèò â èíòåãðàë è òîãäà

∂W (x, t)/∂t = Ẇ (x, t) =

∫
[ω(x′ → x)W (x′, t)− ω(x→ x′)W (x, t)]dx′.

1.1.3.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â çàäà÷å Ëàí-

æåâåíà
∂W

∂t
= γ

∂(vW )

∂v
+
γT

m

∂2W

∂v2
,

W = W (v, t) (v̇ + γv) = Γ(t) : 〈Γ(t)Γ(t′)〉 = (2γTδ/m)(t− t′), γ ∼ 1
τ ñðåäíèå:

〈h[v(t)]〉 =

∫ ∞
−∞

h(v)W (v, t)dv.

1.2. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà- Ïëàíêà.

1.2.1. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà- Ïëàíêà 1D (îäíîìåðíîå).

∂W

∂t
=

[
− ∂

∂x
D(1)(x) +

∂2

∂x2
D(2)(x)

]
W (x, t).

1.2.2. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà- Ïëàíêà n (n - ìåðíîå).

∂W

∂t
=

[
−

N∑
i=1

∂

∂xi
D

(1)
i ({x}) +

N∑
j,i=1

∂2

∂xi∂xj
D

(2)
ij ({x})

]
W (x, t).

1.2.3. Êàê âîçíèêàåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà- Ïëàíêà?

Äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå:

dxi
dt

= ẋi = D
(1)
i (x1, ..., xN) = D

(1)
i ({x}).

1.2.4. Öåëè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

1.2.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

1.2.6.Óðàâíåíèå Êðàìåðñà è Ñìîëóõîâñêîãî: 1D

∂

∂t
W (x, v, t) =

[
−∂v
∂x

+
∂

∂v
(γv − F (x)

m
) +

γT

m

∂2

∂v2

]
W,
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ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

ẋ = v,

v̇ = −γv + F (x)/m+ Γ(t)→ mẍ+mγẋ = F (x) +mΓ(t),

〈Γ(t)Γ(t′)〉 = (2γT/m)δ(t− t′),
∂W (x,t)

∂t
= 1/γm

[
− ∂
∂x
F (x) + T ∂2

∂x2

]
W, óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî.

1.2.7.Îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

à)Êðàìåðñà �Ìîéàëà:

∂W

∂t
=
∞∑
ν=1

(− ∂

∂x
)νD(ν)(x)W (x, t),

äëÿ áåëîãî øóìà D(ν) = 0 ñ ν ≥ 3 . Äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ ýòî íå òàê.

á)ó÷åò ýôôåêòîâ ïàìÿòè:

∂W (x, t)

∂t
=

∫ t

−∞
dτ

[
− ∂

∂x
D(1)(x, t− τ) +

∂2

∂x2
D(2)(x, t− τ)

]
W (x, τ).

Åñëè ïðîèñõîäèò áûñòðîå óáûâàíèå ñî âðåìåíåì ¾êîýôôèöèåíòîâ ïàìÿòè¿ D(1)

è D(2) , òî ìû ïðèõîäèì ê ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó.

1.3. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà.

1.4. Óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå.

Ê ëåêöèè î ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Ýòà ëåêöèÿ çàäóìàíà êàê ñâîäêà ôàêòîâ è ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ

íàì â äàëüíåéøåì, à íå êàê ðàçäåë îáçîðà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñòîõàñòè÷åñêèõ

(òî åñòü ñëó÷àéíûõ) âåëè÷èí.

1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

1.1 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ PX(x) .

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ èëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòü ïåðåìåííàÿ X , îïðåäåëåííàÿ ìíî-

æåñòâîì ñâîèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé {x} è è ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè PX(x)

íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü äèñêðåòíûì èëè íåïðåðûâíûì, è

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü PX(x) > 0 ñ

óñëîâèåì, ÷òî PX(x)dx åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî ÷òî, Xε(x, x+ dx) . PX(x) íîðìèðî-

âàíî òàê, ÷òî
∫
dxPX(x) = 1 , ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî âñåìó äèàïàçîíó (range)

X , (èëè ¾îáëàñòüþ çíà÷åíèé¿, èëè ¾ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé¿).
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Åñëè çíà÷åíèå X çàäàíû íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå {xn} , òî ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé (èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé PX(x) ) ñîñòîèò èç îïðåäåëåííîãî ÷èñëà

δ � ôóíêöèîííûõ âêëàäîâ, òî åñòü PX(x) =
∑

n pnδ(x − xn) è óñëîâèå íîðìèðîâ-

êè ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ
∑

n pn = 1 . Íàïðèìåð, â ñëó÷àÿõ áðîñàíèÿ êîñòè äèàïàçîí

çíà÷åíèé X åñòü {xn} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} è pn = 1/6 äëÿ êàæäîãî xn (åñëè êîñòü

¾÷åñòíàÿ¿). Òîãäà, ââîäÿ δ � ôóíêöèîííûå îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

PX(x) , ìû ôîðìàëüíî ìîæåì äèñêðåòíûé ñëó÷àé îïèñûâàòü òàê æå, êàê íåïðåðûâ-

íûé.

Ñèìâîëè÷åñêè: PX(x)dx = Prob{Xε[x, x+ dx]}.
1.1.2.Àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ ýòîãî ìàòåìàòèêè èñïîëüçóþò ôóíêöèþ P(x) =
∫ x+0

−∞ PX(x)dx , êîòîðàÿ åñòü

ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî X ïðèíèìàåò ëþáîå çíà÷åíèå ≤ x . Òîãäà dP/dx =

PX(x) èëè dP(x) = PX(x)dx , ãäå dP(x) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x < X ≤ x+dx .

Èçîáðàçèì ñâÿçü PX(x) è P(x) íà ãðàôèêàõ äëÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé

x .

ðèñ.3.
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ôóíêöèè PX(x) è P(x) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êàê ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë.

Ñðàâíåíèå äîñòîèíñòâ è íåäîñòàòêîâ èñïîëüçîâàíèÿ PX(x) è P(x) .

1. Ìàòåìàòèêè ïðåäïî÷èòàþò P(x) , òàê êàê îíà íå ñîäåðæèò δ -ïèêîâ è èìååò

áîëåå ïðîñòîå ïîâåäåíèå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè x .

2. Ôèçèêè ïðåäïî÷èòàþò PX(x) , òàê êàê å¼ âåëè÷èíà â òî÷êå x îïðåäåëåíà ñàìèì

çíà÷åíèåì âåðîÿòíîñòè â òî÷êå x , à òàêæå òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ îíà

ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèåé.

1.1.3. Ñðåäíåå è ìîìåíòû.

Ñðåäíåå ôóíêöèè f(X) , îïðåäåëåííîå íà äèàïàçîíå ñòîõàñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé

X ïî îòíîøåíèþ ê ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ýòîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

〈f(X)〉 =

∫
dxf(x)PX(x).

Ìîìåíòû ñòîõàñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé µm , ñîîòâåòñòâóþò ñïåöèàëüíûì ñëó÷àÿì

f(X) = Xm , òî åñòü

µm = 〈Xm〉 =

∫
dxxmPX(x), m = 1, 2. . .

1.1.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Îíà îïðåäåëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì exp(ikX) , òî åñòü

GX(k) = 〈exp(ikX)〉 =

∫
dx exp(ikx)PX(x).

Ñâîéñòâà GX(k) : k - äåéñòâèòåëüíîå, G(0) = 1 , |G(k)| ≤ 1 .

Òàê êàê GX(k) åñòü Ôóðüå- îáðàç îò PX(x) , òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

äàåò

PX(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dk exp(−ikx)GX(k).

Ôóíêöèÿ GX(k) äàåò àëüòåðíàòèâíóþ ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïëîòíîñòè âåðîÿò-

íîñòè.

Ðàçëàãàÿ exp â èíòåãðàëå äëÿ GX(k) è èçìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòå-

ãðèðîâàíèÿ, èìååì

GX(k) =
∞∑
m=0

(ik)m

m!

∫
dxxmPX(x) =

∞∑
m=0

(ik)m

m!
µm.
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì, ÷òî GX(k) åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ â

òîì ñìûñëå, ÷òî

µm = (−i)m ∂m

∂km
GX(k) |k=0 .

1.1.4 Êóìóëÿíòû (Ñåìèèíâàðèàíòû).

Êóìóëÿíòû km îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êóìóëÿíòíîé ôóíê-

öèè lnGX(k) ïî ñòåïåíÿì (ik) , òî åñòü

lnGX(k) =
∞∑
m=1

(ik)m

m!
km.

Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ íîðìèðîâêå PX(x) , ñëàãàåìîå ñ m = 0 èñ÷åçàåò è ðÿä

íà÷èíàåòñÿ ñ m = 1 . Òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ êóìóëÿíòàìè

è ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè åñòü

k1 = µ1 = 〈X〉,

k2 = µ2 − µ2
1 = 〈X2〉 − 〈X〉2 ≡ σ2

è íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé,

k3 = µ3 − 3µ2µ1 + 2µ3
1,

k4 = µ4 − 4µ3µ1 − 3µ2
2 + 12µ2µ

2
1 − 6µ4

1.

Èìååòñÿ îáùåå âûðàæåíèå äëÿ km â òåðìèíàõ äåòåðìèíàíòà m × m ìàòðèöû ñ

ìîìåíòàìè {µi} , ãäå i = 1, . . .m, è áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðè ïðîèçâîëüíîé PX(x) ìîæíî ïîêàçàòü (åñëè ñðàâíèâàòü å¼ ñ ãàóññîâîé ôóíê-

öèåé, òî åñòü íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì), ÷òî

PX(x) =
1√
2π

exp(−x2/2)

[
1 +

∞∑
n=3

CnHn(x)√
n!

]
,

ãäå Hn(x) - ïîëèíîìû Ýðìèòà. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

C3 =
1√
3!

µ3

σ3
è C4 =

1√
4!

(
µ4

σ4
− 3),

è òàê äàëåå.

Âåëè÷èíû γ1 = µ3/σ
3 è γ2 = (µ4/σ

4)− 3, îò êîòîðûõ çàâèñÿò êîýôôèöèåíòû C3

è C4 îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòîì àñèììåòðèè (skewness)
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è êîýôôèöèåíòîì ýêñöåññà (kurtosis) ðàñïðåäåëåíèÿ PX(x) . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ γ1 = γ2 = 0.

1.1.6. ×åòûðå âàæíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Ýòî îäíîðîäíîå, ýêñïîíåíöèàëüíîå, íîðìàëüíîå è Êîøè(Ëîðåíöà).

1.1.6.1. Îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå: X = U(a, b) PX(x) =

{
1/(b− a) åñëè a ≤ x < b,

0 åñëè x < a, x > b.
=

〈Xn〉 =
bn+1 − an+1

(n+ 1)(b− a)
=

1

n+ 1

n∑
j=0

ajbn−j

äâà ïàðàìåòðà: a,b.
〈X〉 = (a + b)/2; σ ≡ [〈X2〉 − 〈X〉2]1/2 =
(b− a)/2

√
3,

limb→aU(a, b) = a,
σ ≡ sdev = standart deviation.
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1.1.6.2 Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðèäåëåíèå: X = E(a),

PX(x) =

{
a exp(−ax) x ≥ 0 îäèí ïàðàìåòð,

0 x < 0, a > 0,

〈Xn〉 = n!/an; lim
a→∞

E(a) = 0,

〈X〉 = σ = 1/a; σ2 ≡ variance.

1.1.6.3. Íîðìàëüíîå ðàñïðèäåëåíèå: X=N(m,a2),

PX(x) =
1

(2πa2)1/2
exp

[
(x−m)2

2a2

] 0<a<∞

−∞<m<∞

〈Xn〉 = n!
∑n

k=0
mn−k(a2)k/2

(n−k)!(k/2)!2k/2{
〈X〉 = m

σ = a

lim
a→0

N(m, a2) = m

1.1.6.4. Êîøè-Ëîðåíöà: X=C(m,a), 0 < a <∞

PX(x) =
a/π

(x−m)2 + a2
; −∞ < m <∞,

〈Xn〉 íå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ n ≥ 1 , òî
åñòü µn - ðàñõîäÿòñÿ, 〈X0〉 = 1 , òàê êàê
ïðè a→ 0 C(m, a→ 0) ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ïðåäñòàâëåíèé δ(x−m) , òî

lim
a→0

C(m, a) = m.
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2. Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Âñå îïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ îäíîé ïåðåìåííîé, ìîæíî ðàñïðî-

ñòðàíèòü íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Ðàññìîòðèì òåïåðü n-ìåðíûé âåê-

òîð ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ X = (X1, . . . , Xn) ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè

Pn(x1, . . . , xn) . Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî òàêæå íàçûâàòü ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ è òîãäà

Pn(x1, . . . , xn)dx1, . . . , dxn,

åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X1, . . . , Xn èìåþò çíà÷åíèÿ ìåæäó (x1, x1+dx1), . . . , (xn, xn+

dxn).

2.1. ×àñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ (partial distributions). Âîçìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàñ-

ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåêîòîðûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

2.1.1. Âîçüì¼ì ïîäìíîæåñòâî s < n ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xs . Âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî îíè èìåþò îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ â (x1, x1 +dx1), . . . , (xs, xs+dxs) íåçàâèñèìî

îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ Xs+1, . . . , Xn áóäåò

Ps(x1, . . . , xs) =

∫
dxs+1, . . . , dxnPn(x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xn),

è íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì (marginal) ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ïîäìíîæåñòâà X1, . . . , Xs . Å¼

íîðìèðîâêà íà 1 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç íîðìèðîâêè ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

2.1.2. Àëüòåðíàòèâíî, ìîæíî ïåðåìåííûì Xs+1, . . . , Xn ïðèïèñàòü ôèêñèðîâàí-

íûå çíà÷åíèÿ è ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèå îñòàëü-

íûõ ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xs . Ýòî íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåìåííûõ

X1, . . . , Xs ïðè óñëîâèè, ÷òî îñòàëüíûå ïåðåìåííûå Xs+1, . . . , Xn èìåþò çàäàííûå

çíà÷åíèÿ xs+1, . . . , xn . Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü îáîçíà÷èì êàê

Ps/n−s(x1, . . . , xs|xs+1, . . . , xn).

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîñòðîåíî òàê, ÷òî ïîëíàÿ ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü Pn(x1, . . . , xn)

ðàâíà ìàðãèíàëüíîé (÷àñòíîé) âåðîÿòíîñòè äëÿ ïåðåìåííûõ xs+1, . . . , xn èìåòü çíà-

÷åíèå xs+1, . . . , xn , óìíîæåííóþ íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì óñëî-

âèè îñòàëüíûå ïåðåìåííûå X1, . . . , Xs èìåþò çíà÷åíèå (x1, . . . , xs) .Ýòî ïðàâèëî
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Áàéåñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

Pn(x1, . . . , xn) = Pn−s(xs+1, . . . , xn)Ps/n−s(x1, . . . , xs|xs+1, . . . , xn).

Íîðìèðîâêà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò èç íîðìèðîâêè ñîâìåñòíîé è ÷àñòíîé.

Îáû÷íî ïðàâèëî Áàéåñà çàïèñûâàþò â âèäå

Ps/n−s(x1, . . . , xs|xs+1, . . . , xn) = Pn(x1, . . . , xn)/Pn−s(xs+1, . . . , xn).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ïåðåìåííûõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà X1, . . . , Xs

è Xs+1, . . . , Xn òàê, ÷òî Pn ôàêòîðèçóåòñÿ, òî åñòü

Pn(X1, . . . , Xn) = Ps(x1, . . . , xs)Pn−s(xs+1, . . . , xn).

Òîãäà ýòè äâà ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðó-

ãà. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëü Ps ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïåðå-

ìåííûõ X1, . . . , Xs . Â òî æå âðåìÿ îí ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé

Ps|n−s(x1, . . . , xs|xs+1, . . . , xn) = Ps(x1, . . . , xs).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíèå âåëè÷èí X1, . . . , Xs íå âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå ïåðå-

ìåííûõ Xs+1, . . . , Xn è íàîáîðîò.

2.1.3.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: ìîìåíòû è êóìóëÿíòû.

Äëÿ ìíîãîìåðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ìîìåíòû îïðåäåëåíû êàê

〈Xm1
1 , ..., Xmn

n 〉 =

∫
dx1, .., dxnx

m1
1 , ..., xmn

n Pn(x1, ..., xn),

òîãäà êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (òî åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ)

çàâèñèò îò n âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ k = (k1, ..., kn)

GX(k)〈exp[i(k1X1 + ...+ knXn)]〉 =
∞∑
0

(ik1)m1 , ..., (ikn)mn

m1!, ...,mn!
〈Xm1

1 , ..., Xmn
n 〉,

Ïîäîáíî ýòîìó, êóìóëÿíòû ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îáîçíà÷àåìûå äâîéíûì

óñðåäíåíèåì, îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿ lnGX(k) êàê

lnGX(k) =
∑

0

′ (ik1)m1 , ..., (ikn)mn

m1!, ...,mn!
〈〈Xm1

1 , ..., Xmn
n 〉〉,
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ãäå øòðèõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìîãî ñî âñåìè mi (îäíîâðåìåííî èñ÷åçàþ-

ùèìè, òî åñòü =0, èç-çà íîðìèðîâêè Pn ).

2.1.4. Ìàòðèöà êîâàðèàöèè.

Ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â n×n ìàòðèöó 〈XiXj〉 .Óäîáíåå,
îäíàêî, ìàòðèöà êîâàðèàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ êóìóëÿíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà

〈〈XiXj〉〉 = 〈XiXj〉 − 〈Xi〉〈Xj〉 = 〈[Xi − 〈Xi〉][Xj − 〈Xj〉].

Êàæäûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿìè, à íåäèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû íàçûâàþò êîâàðèàöèåé, èëè ñìåøàííûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî

ïîðÿäêà. Êîãäà ïîñëåäíèå íîðìèðîâàíû, èõ íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè

ρij =
〈〈XiXj〉〉√
〈〈X2

i 〉〉〈〈X2
j 〉〉

=
〈XiXj〉 − 〈Xi〉〈Xj〉√

(〈X2
i 〉 − 〈Xi〉2)(〈X2

j 〉 − 〈Xj〉2)
.

2.1.5.Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü.

Ïóñòü s = 2 . Ìû ãîâîðèì, ÷òî äâå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ X1 è X2 ñòàòè-

ñòè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, åñëè èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòè ôàêòîðèçóåòñÿ, òî åñòü

Pn=2(x1, x2) = PX1,X2(x1, x2) = PX1(x1)PX2(x2).

Ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü X1 è X2 ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçû-

êå âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ êðèòåðèåâ:

a) Âñå ìîìåíòû ôàêòîðèçóþòñÿ: 〈Xm1
1 Xm2

2 〉 = 〈Xm1
1 〉〈Xm2

2 〉.
b) Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôàêòîðèçóåòñÿ: GX1X2(k1, k2) = GX1(k1)GX2(k2).

c) Êóìóëÿíòû 〈〈Xm1
1 Xm2

2 〉〉 èñ÷åçàþò, êîãäà îáà m1 è m2 íå ðàâíû íóëþ.

Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåìåííûå X1 è X2 íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè èõ

êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ, òî åñòü 〈〈X1X2〉〉 = 0 . Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì,

÷åì ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü.

2.3.Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå.

Îíî îïðåäåëåíî êàê PX(x) = 1√
2πσ2

exp[− (x−µ1)2

2σ2 ] .

Åñëè âåðíóòñÿ ê 1.1.6.3, ãäå X = N(m, a2) , òî òàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 〈X〉 = m =

µ1 è σ2 = a2 . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü

GX(k) = exp(iµ1k −
1

2
σ2k2),
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÷òî ñëåäóåò èç å¼ îïðåäåëåíèÿ

GX(k) =

∫
dxPX(x)eikx ∼

∫ ∞
−∞

dx exp

[
ikx− (x− µ1)2

2σ2

]
,

è äîïîëíåíèÿ äî êâàäðàòà x′ = x−µ1 è èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëà Ãàóññà
∫
dke−α(k−b)2 =√

π/α äëÿ êîìïëåêñíûõ b òàê, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

äèôôóçèè â çàäà÷å Ýéíøòåéíà î áðîóíîâñêîì äâèæåíèè.

Îòìåòèì, ÷òî lnGX(k) ñîäåðæèò ñëàãàåìûå ïî k â ñòåïåíè âûøå êâàäðàòà. Ñëå-

äîâàòåëüíî âñå êóìóëÿíòû ïîñëå âòîðîãî òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, ÷òî åñòü ñïå-

öèôè÷åñêîå ñâîéñòâî èìåííî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, íàïèøåì åùå ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà äëÿ n ïåðåìåííûõ

X = (X1, ..., Xn) è ñîîòâåòñòâóþùóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

PX(x) =

√
detA

(2π)n
exp

[
−1

2
(x− x0)Â(x− x0)

]
,

GX(k) = exp(ix0k−
1

2
kÂ−1k),

Çäåñü ñðåäíèå è êîâàðèàöèè åñòü 〈X〉 = x0 è 〈〈XiXj〉〉 = (A−1)ij.

2.4. Ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ îäíîêîìïîíåíòíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ X îòîáðàæà-

åòñÿ íà íîâóþ ïåðåìåííóþ Y ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ Y = f(X) .

Ïðèìåðàìè òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå (Y =

logX) è ïðåîáðàçîâàíèå îò ÷àñòîò ê äëèíàì âîëí (Y = 1/X) . Îáëàñòè èçìåíå-

íèÿ X è Y ìîãóò îòëè÷àòñÿ äðóã îò äðóãà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Y ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå, ëåæàùèå ìåæäó y è y + ∆y äàåòñÿ ôîðìóëîé

PY (y)∆y =

∫
dxPX(x),

y < f(x) < y + ∆y,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåì èíòåðâàëàì îáëàñòè èçìåíåíèÿ X , â êîòîðûõ âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî. Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

PY (y) =

∫
dxδ[y − f(x)]PX(x),

èç êîòîðîãî ôîðìàëüíî ñëåäóåò, ÷òî PY (y) = 〈δ[y − f(X)]〉 (ãäå y - ïàðàìåòð).
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Îòñþäà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè GY (k) èìååì: GY (k) =
∫
dy exp(iky)PY (y) =∫

dxPX(x)
∫
dy exp(iky)δ[y − f(x)] =

∫
dxPX(x) exp[ikf(x)] = 〈exp[ikf(X)]〉.

Êàê ïðîñòåéøèé ïðèìåð ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Y = αX

Èç GY (k) = 〈exp[ikf(X)]〉 ñëåäóåò GY (k) = 〈exp[ikαX]〉 = GX(αk).

Ýòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè X è Y èìåþ ñîîòâåòñòâåííî, íå

îáÿçàòåëüíî ðàâíîå r è s êîìïîíåíò. Òèïè÷íûé ïðèìåð ñëó÷àÿ ñ r = 3, s = 1 � ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ X = (vx, vy, vz) â ðàñïðåäåëåíèå ïî

ýíåðãèÿì

E = (m/2)(v2
x + v2

y + v2
z),

PY (E) =

∫
δ(
mv2

2
−E)(

m

2πkT
)3/2 exp(−mv2/2)dvxdvydvz =

2√
π

(kT )−3/2
√
E exp(−E/kT ),

âû÷èñëèòü äîìà (dvxdvydvz → 4πv2dv),

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òîëüêî îäíî çíà÷åíèå X ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó çíà-

÷åíèþ Y , (è, ñëåäîâàòåëüíî, r = s ), ìîæíî îáðàòèòü Y = f(X) è ïîëó÷èòü

X = g(Y ) . Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñâîäèòñÿ ê

PY (y) = PX(x)I,

ãäå I = |dx/dy| - ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ ßêîáè. (I ≡ Det | ∂(x1, ..., xn)/∂(y1, ..., yn) |).
2.5. Ñóììèðîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

2.5.1. Ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 2.4. ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, êàê

áûëî ñêàçàíî, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè âåêòîðû X è Y èìåþò íå îáÿçàòåëü-

íî ðàâíîå ÷èñëî êîìïîíåíòîâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ñóììû äâóõ ñòîõà-

ñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, êîãäà Y = f(X1, X2) = X1 +X2 . Òîãäà

PY (y) =

∫
dx1

∫
dx2 δ[y − (x1 + x2)PX1X2(x1, x2) =

∫
dx1PX1X2(x1, y − x1).

2.5.2. Ñâîéñòâà ñóììû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Íèæå ìû ïîëó÷èì òðè ïðàâèëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿåò ñóììà

2.5.2.1. 〈Y 〉 = 〈X1〉+ 〈X2〉 âíå çàâèñèìîñòè îò íåçàâèñèìîñòè X1 è X2.

Äåéñòâèòåëüíî 〈Y 〉 =
∫
dy.y.PY (y) =

∫
dx1

∫
dx2PX1X2(x1, x2)

∫
dy.yδ[y − (x1 +

x2)] =
∫
dx1

∫
dx2PX1X2(x1, x2)(x1 + x2) = 〈X1〉+ 〈X2〉.
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2.5.2.2. Åñëè X1 è X2 êîððåëèðîâàíû, òî åñòü 〈〈X1X2〉〉 = 0, òî ïîäîáíîå ñâîé-

ñòâî ñóììû åñòü è äëÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü 〈〈Y 2〉〉 = 〈〈X2
1 〉〉 + 〈〈X2

2 〉〉,
òàê êàê

〈Y 〉2 =

∫
dyy2PY (y) =

∫
dx1

∫
dx2PX1X2(x1, x2)(x1 + x2)2 = 〈X2

1 〉+ 〈X2
2 〉+ 2〈X1X2〉.

Òîãäà

〈〈Y 2〉〉 = 〈Y 2〉−〈Y 〉2 = (〈X2
1 〉 − 〈X1〉2)/〈〈X2

1 〉〉+ 〈X1〉2 + (〈X2
2 〉 − 〈X2〉2)/〈〈X2

2 〉〉+ 〈X2
2 〉

-( 〈X1〉+ 〈X2〉)2 + 2〈X1X2〉 = 〈〈X2
1 〉〉+ 〈〈X2

2 〉〉+ 2(〈X1X2〉 − 〈X1〉〈X2〉)︸ ︷︷ ︸
〈〈X1X2〉〉=0

.

2.5.2.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Y = X1 + X2 åñòü GY (k) = GX1X2(k1k) ,

òàê êàê

GY (k) = 〈exp[ikf(X1, X2)]〉 = 〈exp[ik(X1+X2)]〉 =
∑∞

0 ((ik)m1(ik)m2/m1!m2!)〈Xm1
1 Xm2

2 〉.
Òàêèì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-

íûõ åñòü ñâåðòêà(convolution) èõ èíäèâèäóàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé.

Ñîîòâåòñòâåííî, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû (êîòîðàÿ åñòü Ôóðüå- îáðàç

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé) åñòü ïðîèçâåäåíèå èíäèâèäóàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé.

Åñëè X1 è X2 íåçàâèñèìû, òî PY (y) =
∫
dx1PX1X2(x1, y−x1) =

∫
dx1PX1(x1)PX2(y−

x1) , òî åñòü PY (y) åñòü ñâåðòêà.

2.6. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.

Ñóììó ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü X1, . . . , Xn åñòü ìíî-

æåñòâî n íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îäè-

íàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé PX(x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è (êîíå÷íîé) äèñ-

ïåðñèåé σ2 . Òîãäà èç òîãî, ÷òî 〈Y 〉 = 〈X1〉+〈X2〉 è 〈〈Y 2〉〉 = 〈〈X2
1 〉〉+〈〈X2

2 〉〉 ñëåäóåò,
÷òî èõ ñóììà Y = X1 + ... + Xn èìååò íóëåâîå ñðåäíåå è äèñïåðñèþ nσ2, êîòîðàÿ

ðàñò¼ò ëèíåéíî ñ n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñïðåäåëåíèå àðèôìåòè÷åñêîãî ñðåäíåãî

ïåðåìåííûõ (X1 + ...+Xn)/n, ñòàíîâèòñÿ óæå ñ ðîñòîì n (äèñïåðñèÿ ðàâíà σ2/n ).

Ïîýòîìó áîëåå óäîáíî îïðåäåëèòü ñêåéëèíãîâóþ ñóììó âèäà

Z =
X1 + ...+Xn√

n
,

äèñïåðñèÿ êîòîðîé σ2 íå çàâèñèò îò n .
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Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äàæå êîãäà PX(x) íå ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâîé, òî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Z ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê ãàóññîâîìó

ðàñïðåäåëåíèþ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé σ2 . Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

îáúÿñíÿåò òó âàæíóþ ðîëü ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ, ãäå èñïîëü-

çóåòñÿ ñòàòèñòèêà, è, â ÷àñòíîñòè, â ðàâíîâåñíîé è íåðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêå.

2.6.1. Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Íà÷íåì ñ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì k õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðîèç-

âîëüíîé PX(x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì

GX(k) =

∫
dx exp(ikx)PX(x) = 1− 1

2
σ2k2 + ... .

Ôàêòîðèçàöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñóììû Y = X1 + ...Xn ñòàòèñòè÷åñêè

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äàåò

GY (k) =
n∏
i=1

GXi
(k) = [GX(k)]n,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàç-

ëè÷íûõ ïåðåìåííûõ Xi. Äàëåå, ñ ó÷åòîì äëÿ Z = Y/
√
n è èñïîëüçóÿ òî, ÷òî

GY (k) = GX(αk) äëÿ Y = αX ïîëó÷èì, ñ÷èòàÿ α = 1/
√
n,

GZ(k) = GY (k/
√
n) = [GX(k/

√
n)]n ' (1− (σ2k2/2n))n →n→∞ exp(−1

2
σ2k2),

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ýêñïîíåíòû ex = limn→∞(1 + (x/n))n.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ îïðåäåëåíèåì PX(x) äëÿ ãàóññîâîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ

PX(x) =
1√

2πσ2
exp[
−(x− µ1)2

2σ2
],

ïîëó÷èì

PZ(z) =
1√

2πσ2
exp(
−z2

2σ2
),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.6.2. Çàìå÷àíèÿ î ñïðàâåäëèâîñòè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïðè áî-

ëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, íåò íåîáõîäèìîñòè â ñóùåñòâîâàíèè âñåõ

êóìóëÿíòîâ (ìîìåíòîâ). Îäíàêî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìîìåíòû, âïëîòü äî êàê ìè-

íèìóì âòîðîãî ïîðÿäêà, ñóùåñòâîâàëè (èëè, ýêâèâàëåíòíî, GX(k) áûëà äâàæäû
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äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè k = 0 ). Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ ìîæåò áûòü ïðîèë-

ëþñòðèðîâàíà êîíòðïðèìåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè-Ëîðåíöà

PC(x) =
1

π

γ

x2 + γ2
(−∞ < x <∞).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ Xi èìååò ðàñ-

ïðåäåëåíèå Êîøè- Ëîðåíöà, èõ ñóììà òàêæå èìååò ýòî ðàñïðåäåëåíèå. * Íî äëÿ

ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå âûïîëíåíû öåëåâûå óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìû, òàê êàê èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé ìîìåíò µm, íå ñõîäèòñÿ

äàæå äëÿ m = 1 *. Íàêîíåö, íåñìîòðÿ íà âàæíîñòü óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñòî-

õàñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Xi, îíî ìîæåò áûòü îñëàáëåííî äëÿ äîñòàòî÷íî ñëàáîé

ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ.

*Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ, äëÿ ÷åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
∫∞
−∞ dxe

iax/(1+x2) = πe−|a| êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ,

èñïîëüçóÿ âû÷åòû ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé â âåðõíèé (íèæíåé) ïîëóïëîñêîñòè

äëÿ a > 0 (a < 0) .Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì, ÷òî G(k) = exp(−γ|k|) , ãäå G(k)

èç-çà íàëè÷èÿ |k| , íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïðè k = 0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç óñëîâèÿ GXi
(k) = exp(−γi|k|) è ôîðìóëû î ôàêòîðèçàöèè

GY (k) ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ Êîøè-Ëîðåíöà ïåðåìåííûõ

áóäåò ñíîâà Êîøè-Ëîðåíöà ðàñïðåäåëåíèå ñ

GY (k) = exp[−
∑
i

γi|k|].

1. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû � èõ îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ - àáñòðàêòíîå, â òåðìèíàõ èõ ðåàëèçàöèé, êîòîðûå åñòü äåòåðìèíèðî-

âàííûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (x, t) , è áîëåå íàãëÿäíîå � â òåðìèíàõ èåðàðõèè

ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé (ïîäõîä Å.Ñëóöêîãî) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â ðàçëè÷íûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè.

1.1. Ïîäõîä ÷åðåç ðåàëèçàöèè.

Ïóñòü çàäàíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ X è å¼ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

PX(x) , ãäå � x îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X . Ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì YX(t) íàçû-

âàþò ëþáóþ ôóíêöèþ îò X è t (òî åñòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, îäíà èç êîòîðûõ
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åñòü âðåìÿ t, à äðóãàÿ � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ X), òî åñòü

YX(t) = y(X, t).

Âûáîðî÷íîé ôóíêöèåé èëè ðåàëèçàöèåé (sample function) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

YX(t) íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ Yx(t) = y(x, t) , êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ,

åñëè âìåñòî X ïîäñòàâèòü îäíî èç åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x . Òîãäà ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê àíñàìáëü òàêèõ ðåàëèçàöèé. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû

òàêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èõ ðåàëèçàöèé áóäóò äàíû íèæå.

Íà îñíîâå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè PX(x) ìîæíî îïðåäåëèòü êîððåëÿòîð ëþáîãî

ïîðÿäêà n â ìîìåíòû t1, . . . , tn ñîîòíîøåíèåì

〈Y (t1), ..., Y (tn)〉 =

∫
dxYx(t1), ..., Yx(tn)PX(x),

òî åñòü

〈Y (t)〉 =

∫
Yx(t)PX(x)dx.

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿåò ¾àâòîêîððåëÿöèîííàÿ¿ ôóíê-

öèÿ

K(t1, t2) = 〈〈Y (t1)Y (t2)〉〉 = 〈Y (t1)Y (t2)〉−〈Y (t1)〉〈Y (t2)〉 = 〈[Y (t1)−〈Y (t1)〉][Y (t2)−
〈Y (t2)〉]〉, êîòîðàÿ äëÿ t1 = t2 = t ñâîäèòñÿ ê çàâèñÿùåé îò âðåìåíè äèñïåð-

ñèè 〈〈Y (t)2〉〉 = σ2(t).

Ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, êîãäà åãî ìîìåíòû íå èçìå-

íÿþòñÿ ïðè ñäâèãå âî âðåìåíè, òî åñòü

〈Y (t1 + τ), ..., Y (tn + τ)〉 = 〈Y (t1), ..., Y (tn)〉.

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè 〈Y (t)〉 íå çàâèñèò îò t , à K(t1, t2) çàâèñèò ëèøü îò |t1−t2| . Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå îáû÷íî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà τC , ÷òî K(t1, t2) w 0 äëÿ

|t1 − t2| > τC ; τC òîãäà íàçûâàþò âðåìÿ àâòîêîððåëÿöèè ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà.

Åñëè ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà X åñòü âåêòîð X = (X1, ..., Xn) , òî àâòîêîððåëÿ-

öèîííàÿ ôóíêöèÿ çàìåííÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé Kij(t1, t2) = 〈〈Yi(t1)Yj(t2)〉〉.
Å¼ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè.

1.2. Èåðàðõèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà êàê àíñàìáëÿ ðåàëè-

çàöèé â (1.1) ñëåäóåò àëüòåðíàòèâíîå åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èåðàðõèè ôóíêöèé
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ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîöåññ çàäàí, êàê â ïóíêòå 1.1, òî ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü çíà÷åíèå y â ìîìåíò âðåìåíè t äàåòñÿ âûðàæåíèåì

P1(y, t) =

∫
δ[y − Yx(t)]PX(x)dx =

∫
δ[y − y(x, t)]PX(x)dx.

Àíàëîãè÷íî, ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî YX(t) ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå y1 â ìîìåíò t1 , y2 â ìîìåíò t2 è òàê äàëåå äî yn , tn, åñòü

Pn(y1, t1; ...; yn, tn) =

∫
δ[y1 − Yx(t1)...δ[yn − Yx(tn)]PX(x)dx.

Ýòà èåðàðõèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé Pn, n = 1, 2, . . . ïîçâîëÿåò äðóãèì

ñïîñîáîì âû÷èñëèòü âñå ñðåäíèå, êîòîðûå ðàíåå â ï.1.1. âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ

àíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé. Èìåííî,

〈Y (t1)...Y (tn)〉 =

∫
y1...ynPn(y1t1; ...; yntn)dy1...dyn,

÷òî ëåãêî äîêàçàòü ïîäñòàíîâêîé â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó äëÿ Pn . Òîãäà

〈Y (t)〉 =

∫
yP1(y, t)dy; 〈Y (t1)Y (t2)〉 =

∫
y1y2P2(y1t1; y2t2)dy1dy2, è òàê äàëåå.

Â ýòîì ïîäõîäå îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â ï.1.1 áóäåò òàêèì

Pn(y1, t1 + τ ; . . . ; yn, tn + τ) = Pn(y1, t1; . . . ; yn, tn).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìîå (íî íåäîñòàòî÷íîå) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà åñòü óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè P1(y) îò âðåìåíè t .

Îòìåòèì åùå, ÷òî Pn îïðåäåëåíû, åñëè âñå âðåìåíà ðàçëè÷íû. Òîëüêî òîãäà

èåðàðõèÿ Pn óäîâëåòâîðÿåò ÷åòûðåì óñëîâèÿì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè:

1) Pn ≥ 0;

2) Pn íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ ïàð (yi, ti) è (yj, tj);

3)
∫
dynPn(y1, t1; . . . ; yn, tn) = Pn−1(y1, t1; . . . ; yn−1, tn−1);

4)
∫
dyP1(y, t) = 1.

Òàê êàê Pn ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âñå ñðåäíèå, òî îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò

ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Êîëìîãîðîâûì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé íàáîð

ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèé ÷åòûð¼ì óñëîâèÿì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, òàêæå îïðå-

äåëÿåò ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ YX(t) , êàê îí áûë îïðåäåëåí â ï.1.1.
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1.3. Ãàóññîâû ïðîöåññû.

Ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ãàóññîâûì, åñëè âñå åãî ìíîãîìåðíûå ôóíêöèè Pn ÿâëÿþòñÿ

ãàóññîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå âñå êóìóëÿíòû ñ m > 2 îáðàùàþòñÿ â

íóëü, è âñïîìèíàÿ, ÷òî 〈〈Y (t1)Y (t2)〉〉 = 〈Y (t1)Y (t2)〉−〈Y (t1)〉〈Y (t2)〉, ìû âèäèì ÷òî

ãàóññîâ ïðîöåññ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈Y (t)〉 è âòîðûì

ìîìåíòîì 〈Y (t1)Y (t2)〉 . Ýòî ïðîöåññû ïðîñòû â îáðàùåíèè è õîðîøî èçó÷åíû.

1.4. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè.

Ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî ïðèìå-

íèòü è ê ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó, èñïîëüçóÿ èåðàðõèþ ââåäåííûõ â ï.1.2. ôóíê-

öèé Pn . Òàê óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P1|1(y2, t2|y1, t1) - ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

òîãî, ÷òî ïðîöåññ Y (t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y2 â ìîìåíò t2 , åñëè èçâåñòíî, ÷òî

åãî âåëè÷èíà â ìîìåíò t1 áûëà y1 . Èíûìè ñëîâàìè, èç âñåõ ðåàëèçàöèè Yx(t) àí-

ñàìáëÿ ìû âûáèðàåì ëèøü òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ, ÷òî îíè ïðîõîäÿò

÷åðåç òî÷êó y1 â ìîìåíò t1 ; ÷àñòü ýòîãî ïîäàíñàìáëÿ, ïîïàäàþùàÿ â èíòåðâàëàõ

(y2, y2 + dy2) â ìîìåíò t2 åñòü P1|1(y2, t2|y1, t1)dy2 . Âåðîÿòíîñòü P1|1 íåîòðèöà-

òåëüíà è íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó, òî åñòü
∫
P1|1(y2, t2|y1, t1)dy2 = 1. Å¼ íàçûâàþò

âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå Y ïðè n ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ âðåìåíè t1, . . . , tn è èíòåðåñîâàòüñÿ ñîâìåñòíîé (joint) âåðîÿòíîñòüþ â äðóãèå

m ìîìåíòîâ âðåìåíè tn+1, . . . , tn+m . Ýòî ïðèâîäèò ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé

âåðîÿòíîñòè Pm|n ïî ïðàâèëó Áàéåñà:

Pm|n(yn+1, tn+1, . . . , yn+m, tn+m|y1, t1; . . . ; yn, tn) =
Pn+m(y1, t1; ...; yn+m , tn+m)

Pn(y1, t1; ...; yn, tn)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õîðîøî îïðåäåë¼í-

íóþ ðàíåå èåðàðõèþ Pn. Êðîìå òîãî, èç óñëîâíîé èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñëåäóåò

óñëîâèå íîðìèðîâêè Pm|n íà åäèíèöó.

1.5. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû.

Íèæå ìû êðàòêî îïèøåì ïîäêëàññ òàê íàçûâàåìûõ ìàðêîâñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ. Ñíà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P1|1(y2, t2|y1, t1) ñòîõàñòè-

÷åñêîãî ïðîöåññà Y (t) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Y (t2) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y2 ïðè

óñëîâèè, ÷òî Y (t1) èìååò çíà÷åíèå y1 . Â ýòèõ òåðìèíàõ âåëè÷èíà P2 åñòü

P2(y1, t1; y2, t2) = P1(y1, t1)P1|1(y2, t2|y1, t1).
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Pn áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âåðîÿò-

íîñòè ïåðåõîäà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, òî åñòü

P3(y1, t1; y2, t2; y3, t3) = P2((y1, t1; y2, t2)P1|2(y3, t3|y1, t1; y2, t2).

Ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà n

ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðåìåí t1 < t2 < ... < tn èìååì

P1|n−1(yn, tn|y1, t1; . . . ; yn−1, tn−1) = P1|1(yn, tn|yn−1, tn−1).

Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé yn â ìîìåíò tn äàåòñÿ

âåëè÷èíàìè åãî ïðè yn−1 è tn−1 è íå îïðåäåëÿåòñÿ çíàíèåì ýòèõ âåëè÷èí â ïðåäû-

äóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöè-

ÿìè P1(y1, t1) è P1|1(y2, t2|y1, t1) . Ïî ýòèì äâóì ôóíêöèÿì ìîæíî âîññòàíîâèòü âñþ

èåðàðõèþ Pn . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ t1 < t2 < t3 èìååì P3(y1, t1; y2, t2; y3, t3) =

P2(y1, t1; y2, t2)P1|2(y3, t3|y1, t1; y2, t2) = P1(y1, t1)P1|1(y2, t2|y1, t1)P1|1(y3, t3|y2, t2).

1.6.Óðàâíåíèå ×åïìåíà- Êîëìîãîðîâà.

Ïîëó÷èì òåïåðü âàæíîå òîæäåñòâî, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòñÿ äëÿ âåðîÿò-

íîñòè ïåðåõîäà ëþáîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî

y2, ïîëó÷èì (t1 < t2 < t3)

P2(y1, t1; y3, t3) = P1(y1, t1)

∫
dy2P2(y2, t2|y1, t1)P (y3, t3|y2, t2),

ãäå ïðè ïîëó÷åíèè ëåâîé ÷àñòè áûëî èñïîëüçîâàííî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè èåðàð-

õèè ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè P2(1, 3) =
∫
dy2P3(1, 2, 3) . Ðàçäåëèâ ïîòîì îáå ÷àñòè íà

P1(y1, t1) è èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Áàéåñà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ×åïìåíà- Êîëìîãîðîâà:

P (y3, t3|y1, t1) =

∫
dy2P (y3, t3|y2, t2)P (y2, t2|y1, t1). (6)

Äëÿ åãî ñïðàâåäëèâîñòè óïîðÿäî÷åíèå âðåìåí ñóùåññòâåííî - t2 äîëæíî áûòü

ìåæäó t1 è t3 . Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñõîäíîå óðàâíåíèå â 1.5 áûëî

ñïðàâåäëèâî, äëÿ ÷åãî åãî âòîðàÿ ÷àñòü áûëà ïîëó÷åííà ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ îïðå-

äåëåíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî P2(y1, t1; y2, t2) = P1(y1, t1)P1|1(y2, t2|y1, t1) è

P1(y2, t2) =
∫
dy1P (y2, t2; y1, t1)P1(y1, t1) ïîëó÷èì, ÷òî

P1(y2, t2) =

∫
dy1P (y2, t2|y1, t1)P1(y1, t1).
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Ýîò åñòü äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùèå äâå õàðàêòåðíûå ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Îáðàòíî, ëþáûå äâå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíê-

öèè, ñâÿçàííûå ïîëó÷åííûìè äâóìÿ ñîîòíîøåíèÿìè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ìàð-

êîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Ðåàëèçàöèè â äâóõ îïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

1. Â èåðàðõèè âåðîÿòíîñòåé Pn.

ðèñ.10

Ïðèìåðû ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

1.Ïðîöåññ Âèíåðà-Ëåâè.

Ýòîò ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ïåðâîíà÷àëüíî áûë èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ ïîëî-

æåíèÿ ñâîáîäíîé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí

èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â ñòðîãîì îáîñíîâàíèè ïîâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà). Ïðîöåññ Âèíåðà-Ëåâè îïðåäåëåí

äëÿ −∞ < y <∞ è t > 0 ñ ïîìîùüþ

P1(y1, t1) =
1√
2πt1

exp(− y
2
1

2t1
),

P2(y2, t2|y1, t1) =
1√

2π(t2 − t1)
exp

[
−(y2 − y1)2

2(t2 − t1)

]
(t1 ≤ t2).

Òàê êàê P1 çàâèñò îò t , òî ýòî íåñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàæåì,

÷òî ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü

〈Y (t1)Y (t2)〉 = min(t1, t2).
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (t1 < t2) .Òîãäà èìååì

〈Y (t1)Y (t2)〉 =
∫
dy1

∫
dy2y1y2P2(y1, t1; y2, t2) =

∫
dy1y1P1(y1, t1)∫

dy2y2P2(y2, t2|y1, t1)︸ ︷︷ ︸
y1

=

∫
dy1y

2
1P1(y1, t1)︸ ︷︷ ︸
t1

, òàê êàê

∫
dy2y2P2(y2, t2|y1, t1) =

∫
(dyy/

√
2π(t2 − t1)) exp[−((y−y2

1)/2(t2−t1))] =
∫∞
−∞(dx(x+

y1)/
√
πα) exp[−x2/α] = y1

∫∞
−∞(dx/

√
πα2) exp(−x2/α2) = y1(α

√
π/
√
πα2) = y1, òàê

êàê
∫∞
−∞ exp(−γ2x2)dx =

√
π/γ è

∫
dy1y

2
1P1(y1, t1) =

∫
dy1y

2
1(1/
√

2πt1) exp(−y2
1/2t1) =

1/
√

2πt1
∫
dxx2 exp(−x2/2t1) = (1/

√
2πt1)(

√
π/2(1/2t1)3) = (1/

√
6 2 6 π 6 t1)(

√
6 π 6 2t1/ 6

2(1/
√
6 2 6 t1)) = t1,

òàê êàê
∫∞
−∞ x

2e−γ
2x2dx = 2

√
π/4γ3 =

√
π/2γ3.

Òî åñòü äèñïåðñèÿ P1 ðàâíà t1 , òî åñòü çàâèñèò îò âðåìåíè. Èíà÷å: èç òîãî, ÷òî∫
dy1y

2
1P1(y1, t1 = 〈Y 2(t1)〉 = t1 ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ñìåùåíèÿ â ìîìåíò

âðåìåíè t1 ðàâåí t1 , òî åñòü 〈Y 2(t)〉 = t - äèôôóçèîííîå äâèæåíèå ñD = 1. Åñëè

â ôîðìóëàõ äëÿ P1 è P2, îïðåäåëÿþùèõ ýòîò ïðîöåññ, ñäåëàòü çàìåíó t1 → Dt1,

òî ïîëó÷èì 〈Y 2(t)〉 = Dt.

2. Ïðîöåññ Îðíøòåéí-Óëåíáåêà.

Ïåðâîíà÷àëüíî ýòîò ïðîöåññ áûë èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ ñêîðîñòè ñâîáîäíîé

áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Îí òàêæå îïèñûâàåò ïîëîæåíèå áå-

çèíåðöèîííîé (overdamped) ÷àñòèöû â ïàðàáîëè÷åñêîì (harmonic) ïîòåíöèàëå. Îí

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ∆t = t2 − t1 > 0 ñ ïîìîùüþ

P1(y1) =
1√
2π

exp(−y
2
1

2
).

P (y2, t2|y1, t1) =
1√

2π(1− e−2∆t)
exp

[
−(y2 − y1e

−∆t)2

2(1− e−2∆t)

]
.

Ïðîöåññ Îðíøòåéíà- Óëåíáåêà ñòàöèîíàðíûé (P1 íå çàâèñèò îò t ), ãàóññîâ è ìàð-

êîâñêèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Äóáà (Doob), ýòî åäèíñòâåííûé ïðîöåññ ñ òàêèìè òðåìÿ

ñâîéñòâàìè. Ãàóññîâîñòü âèäíà èç P1 .Òàê êàê P2(y2, t2; y1, t1) = P1(y1)P (y2, t2|y1, t1)

òî

P2(y2, t2, y1, t1) =
1√

(2π)2(1− e−2∆t)
exp

[
−y

2
1 − 2y1y2e

−∆t + y2
2

2(1− e−2∆t)

]
.

Ïîêàæåì, ÷òî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 〈Y (t1)Y (t2)〉 = e−∆t . Äåéñòâèòåëüíî

K(t1, t2) = 〈Y (t1)Y (t2)〉 − 〈Y (t1)〉〈Y (t2)〉︸ ︷︷ ︸
=0

=
∫
dy1dy2y1y2 P2(y1, t1; y2, t2)︸ ︷︷ ︸

P1(y1)P (y2,t2|y1,t1)
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=
∫∞
−∞ dy1y11/

√
2π exp(−y2

1/2)

∫ ∞
−∞

dy2y2
1√

2π(1− e−2∆t)
exp

[
−(y2 − y1e

−∆t)2

2(1− e−2∆t)

]
︸ ︷︷ ︸

y1 exp(−∆t)

=

e−∆t

∫ ∞
−∞

dy1y
2
1 exp(−y2

1/2)/
√

2π︸ ︷︷ ︸
1

= e−∆t.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðåçóëüòàòà ýâîëþöèÿ P2(y2, t2; y1, t1) ñî âðåìåíåì ðàññìàòðèâàå-

ìàÿ êàê ñêîðîñòü áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, èìååò ïðîñòîé ñìûñë. Íà ìàëûõ âðåìåíàõ,

êîãäà ∆t� 1 , ñêîðîñòü ñèëüíî êîððåëèðóåò ñ ñîáîé: e−∆t ∼ 1.

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ∆t� 1 è e−∆t � 1, òî åñòü ñêîðîñòü ïðàêòè÷åñêè òåðÿåò

âñþ ïàìÿòü î ñâîåé âåëè÷èíå â ïåðâîíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áëàãîäàðÿ ñòîëê-

íîâåíèÿì, è òîãäà P2(y2, t2; y1, t1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåêîððåëèðîâàííîé , òî åñòü

P2(y2, t2; y1, t1) = P1(y1)P1(y2)

Êîððåëÿöèè Îðíøòåéíà- Óëåíáåêà ïðîöåññà â êàðòèíêàõ:

ðèñ.11

4. Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå.)

Ðàçëîæåíèÿ Êðàìåðñà- Ìîéàëà è óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

Óðàâíåíèå ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà (6) äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåëè-

íåéíûì è ìàëî ïîìîãàåò ðåøåíèþ ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ P1 è P2 . Îíî åñòü â

ñóùíîñòè ëèøü ñâîéñòâî ðåøåíèÿ. Îäíàêî, èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ïîëåçíîå

ñîîòíîøåíèå- îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (master equation.)
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Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà. Ïîýòîìó, ÷òîáû âûâåñòè åãî, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ðàñ-

ñìîòðåòü ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà íà ìàëûõ îòðåçêàõ âðåìåíè.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ ×åïìåíà- Êîëìîãîðîâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îäè-

íàêîâûõ âðåìåí t1 = t2 = t èç (6) ñëåäóåò åñòåñòâåííûé ðåçóëüòàò:

P (y3, t3|y1, t) =

∫
dy2P (y3, t3|y2, t)P (y2, t|y1, t)→ P (y2, t|y1, t) = δ(y2 − y1),

êîòîðûé åñòü ÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè P (y′, t′|y, t) ïî ìàëîé ðàçíîñòè

âðåìåí ∆t = t′ − t . Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïðè ìàëîé ðàçíîñòè âðåìåí:

P (y2, t+ ∆t|y1, t) = δ(y2 − y1)[1− a(0)(y1, t)∆t] +Wt(y2|y1)∆t+O((∆t)2). . . (7)

ãäå Wt(y2|y1) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè

[ðàçìåðíîñòü Wt ðàâíà 1/y.ñåê ] îò y1 ê y2 âî âðåìÿ t . Òîãäà êîýôôèöèåíò

[1−a(0)(y1, t)∆t] èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ïåðåõîäà çà âðå-

ìÿ ∆t . Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè P (y2, t2|y1, t1) ñëåäóåò

1 =

∫
dy2P (y2, t+ ∆t|y1, t) ' 1− a(0)(y1, t)∆t+

∫
dy2Wt(y2|y1)∆t,

îòêóäà â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ∆t èìååì

a(0)(y1, t) =

∫
dy2Wt(y2|y1), (8)

÷òî ïîäòâåðæäàåò óêàçàíèþ âûøå èíòåðïðåòàöèþ: a(0)(y1, t)∆t åñòü ïîëíàÿ âåðî-

ÿòíîñòü óéòè èç ñîñòîÿíèÿ y1 â òå÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè (t, t + ∆t) , è òàêèì

îáðàçîì 1−a(0)(y1, t)∆t åñòü âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ïåðåõîäà â òå÷åíèè ýòîãî âðå-

ìåíè.

Ïîëó÷èì òåïåðü îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èç óðàâíåíèÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà.

Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (6) èìååì

P (y3, t2 + ∆t|y1, t1) =
∫
dy2 P (y3, t2 + ∆t|y2, t2)︸ ︷︷ ︸P (y2, t2|y1, t1) = δ(y3 − y2)[1 −

a(0)(y2, t2)∆t]+Wt2(y3|y2)∆t ' [1−a(0)(y3, t2)∆t]P (y3, t2|y1, t1)+∆t
∫
dy2Wt2(y3|y2)P (y2, t2|y1, t1),

è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (8) äëÿ a(0)(y3, t2) =
∫
dy2Wt2(y2|y3) , èìååì

1
∆t

[P (y3, t2 + ∆t|y1, t1 − P (y3, t2|y1, t1] '
∫
dy2[Wt2(y3|y2)P (y2, t2|y1, t1)−

43



W t2(y2|y3)P (y3, t2|y1, t1)], êîòîðîå â ïðåäåëå ∆t → 0 äàåò (ïîñëå íåêîòîðûõ èç-

ìåíåíèé â îáîçíà÷åíèÿõ y1, t1 → y0, t0 ; y 2, t2 → y′, t è y3 → y ) îñíîâíîå êèíåòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå ( master equation):

∂

∂t
P (y, t|y0, t0) =

∫
dy′[Wt(y|y′)P (y′, t|y0, t0)−Wt(y

′|y)P (y, t|y0, t0)]. (9)

Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà P (y, t|y0, t0) ,

íî íå äëÿ P1(y1, t) .Îäíàêî óðàâíåíèå äëÿ P1(y1, t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, èñïîëüçóÿ

êîíöåïöèþ ¾âûäåëåíèå ïîäàíñàìáëÿ¿.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y (t) åñòü ñòàöèîíàðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, õàðàêòåðèçóå-

ìûé P1(y) è P (y, t|y0, t0) . Îïðåäåëèì íîâûé, íåñòàöèîíàðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ

Y ∗(t) äëÿ t > t0 ïîëàãàÿ

P ∗1 (y1, t1) = P (y1, t1|y0, t0), (10-à)

P ∗(y2, t2|y1, t1) = P (y2, t2|y1, t1). (10-á)

Ýòî åñòü ïîäàíñàìáëü Y (t) , õàðàêòåðèçóåìûé òåì, ÷òî áåðåòñÿ sharp value y0 â

ìîìåíò t0 , òàê êàê P ∗1 (y1, t0) = δ(y1− y0) . Ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, ìîæíî âû-

äåëèòü ïîäàíñàìáëü â êîòîðîì â äàííûé ìîìåíò t0 âåëè÷èíû Y ∗(y0) ðàñïðåäåëåíû

ñîãëàñíî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé p(y0) :

P ∗1 (y1, t1) =

∫
dy0P (y1, t1|y0, t0)p(y0), (11)

è P ∗(y2, t2|y1, t1), êàê â óðàâíåíèè (10-b). Ôèçè÷åñêè òàêîå âûäåëåíèå àíñàìáëÿ

îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðèãîòîâèëè ñèñòåìó â îïðåäåëåííîì ñîñòîÿíèè â ìîìåíò âðåìåíè

t0 .

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòü P ∗1 (y1, t1) óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíå-

íèþ, ÷òî è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà (ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ïàðå àðãóìåí-

òîâ), òî åñòü P ∗1 (y1, t1) ïîä÷èíÿåòñÿ îñíîâíîìó êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïîäàâëÿÿ íåñóùåñòâåííûå èíäåêñû, ìîæíî ïèñàòü

∂P (y, t)

∂t
=

∫
dy′[W (y|y′)P (y′, t)−W (y′|y)P (y, t)]. (12)

Åñëè çíà÷åíèÿ Y äèñêðåòíû ïî èíäåêñó n , ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê

dPn(t)

dt
=
∑
n′

[Wnn′Pn′(t)−Wn′nPn(t)]. (13)
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Â òàêîé ôîðìå (13) åãî ñìûñë ïîíÿòåí: îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü óðàâ-

íåíèå áàëàíñà (ïðèõîäà è óõîäà) äëÿ âåðîÿòíîñòè êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïåðâûé ÷ëåí

ñîîòâåòñòâóåò ïðèõîäó áëàãîäàðÿ ïåðåõîäàì èç n′ â n , à âòîðîé ÷ëåí óõîäó èç n

â äðóãèå êîíôèãóðàöèè. Îòìåòèì, ÷òî Wn′n > 0 è ÷òî ÷ëåí ñ n = n′ íå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ.

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî W (y|y′)∆t åñòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà âðåìÿ êîðîòêîãî

èíòåðâàëà ∆t , îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äëÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû ïîñðåäñòâîì

ëþáîãî ìåòîäà, ïðèãîäíîãî äëÿ êîðîòêèõ âðåìåí, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ òåîðèè çàâè-

ñÿùèõ îò âðåìåíè âîçìóùåíèé Äèðàêà, ïðèâîäÿùåé ê ¾çîëîòîìó ïðàâèëó¿. Â òàêîì

ñëó÷àå îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ýâîëþöèþ

ñèñòåìû íà áîëüøèõ ïåðèîäàõ âðåìåíè çà ñ÷åò ïîñòóëèðîâàíèÿ ìàðêîâîñòè ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî ðàñïðîñòðàíåííî íà ñëó÷àé

ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Yi(t), i = 1, 2, . . . , N , íà îñíîâå òîãî, ÷òî

óðàâíåíèå ×åïìåíà - Êîëìîãîðîâà (6) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè çàìåíèòü y íà

y = (y1, . . . , yN) ,

Òîãäà ñ ïîìîùüþ òåõ æå ñîîáðàæåíèé, êàæäûå ïðèâåëè ê (12) ìû ïîëó÷èëè ìíîãî

êîìïîíåíòíóþ ôîðìó îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

∂P (y, t)

∂t
=

∫
dy′[W (y|y′)P (y′, t)−W (y′|y)P (y, t)]. (14)

5.Ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà- Ìîéàëà è óðàâíåíèå Ôîêêåðà- Ïëàíêà.

Ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà- Ìîéîëà äëÿ îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâî-

äèò ýòî èíòåãðî- äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ê âèäó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîñëåäíèì ðàáîòàòü íå ëåã÷å, íî ïðè îïðåäåëåííûõ

óñëîâèÿõ åãî ìîæíî îáîðâàòü íà îïðåäåëåííîì ÷èñëå ÷ëåíîâ. Åñëè ýòî ñäåëàíî íà

÷ëåíàõ ïîñëå âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà äëÿ P (y, t), òî åñòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Íî ñíà÷àëà âûðàçèì

âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà W êàê ôóíêöèþ âåëè÷èíû ñêà÷êà r îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ y′

ê äðóãîìó y è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ y′

W (y|y′) = W (y′|r), r = y − y′. (15)
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Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå òîãäà èìååò âèä

∂P (y, t)

∂t
=

∫
drW (y − r, r)P (y − r, t)− P (y, t)

∫
drW (y,−r), (16)

ãäå èçìåíåíèå çíàêà, ñâÿçàííîå ñ çàìåíîé ïåðåìåííûõ y′ → r = y− y′ ïîãëîùàåòñÿ
â ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ èç-çà ñèììåòðèè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ îò −∞ äî

∞ : ∫ ∞
−∞

dy′f(y′) = −
∫ y−∞

y+∞
drf(y − r) = −

∫ −∞
∞

drf(y − r) =

∫ ∞
−∞

drf(y − r).

Áîëåå òîãî, èç-çà òîãî, ÷òî êîíå÷íûå ïðèäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæàò äîïîëíè-

òåëüíóþ çàâèñèìîñòü îò y , ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òåìè çàäà÷àìè, äëÿ êîòîðûõ

ãðàíèöà íåñóùåñòâåííà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èçìåíåíèÿ y ïðîèñõîäÿò â âèäå ìàëûõ ñêà÷êîâ, òî

åñòü, ÷òî W (y′; r) åñòü îñòðàÿ ôóíêöèÿ r , íî èçìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äîñòàòî÷íî

ìåäëåííî ñ èçìåíåíèåì y′ . Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå áóäåò î äîñòàòî÷íîé ìåäëåííî-

ñòè èçìåíåíèÿ P (y, t) ñ y .

Ðàçëàãàÿ â ðÿä Òåéëîðà ïåðâîå ñëàãàåìîå â (16) èìååì
∂P (y,t)
∂t =

∫
drW (y, r)P (y, t) +

∑∞
m=1

(−1)m

m!

∫
drrm ∂m

∂ym [W (y, r)P (y, t)] −

P (y, t)
∫
drW (y,−r) =

∑∞
m=1

(−1)m

m!
∂m

∂ym

{[∫
drrmW (y, r)

]
P (y, t)

}
.

Íàêîíåö, ââîäÿ ìîìåíòû ïåðåõîäîâ (jump moments) ñîîòíîøåíèåì

a(m)(y, t) =

∫
drW (y, r)rm (17)

ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà-Ìîéàëà îñíîâíîãî êèíèòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,

∂P (y, t)

∂t
=

∞∑
m=1

(−1)m

m!

∂m

∂ym

[
a(m)(y, t)P (y, t)

]
. (18)

Ôîðìàëüíî óðàâíåíèå (18) èäåíòè÷íî ñ îñíîâíûì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì è,

ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàòü åãî íå ïðîùå; îäíàêî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ðÿä ìîæíî

îáîðâàòü íà ïîäõîäÿùèì ÷èñëå ñëàãàåìûõ. Íàïðèìåð, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ äëÿ êî-

òîðîé ïðè m > 2 a(m)(y, t) îáðàùàþòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî èëè ïðåíåáðåæèìî

ìàëû. Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂P (y, t)

∂t
= − ∂

∂y

[
a(1)(y, t)P (y, t)

]
+

1

2

∂2

∂y2

[
a(2)(y, t)P (y, t)

]
. (19)
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Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà íàçûâàåòñÿ äðåéôîâûì (èëè òðàíñïîðòíûì), à âòîðîå-

äèôôóçèîííûì.

Óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà-Ìîéàëà, áóäó÷è ïîëó÷åííûì èç

îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå è óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà êàê åãî

ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óäîâëåòâîðÿþòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà P (y, t|y0, t0) ìàðêîâ-

ñêîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà, à íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèåì P1(y, t) . Îäíàêî îíè

ìîãëè áûòü ïðèìåíåíû ê P ∗1 (y, t) êàæäîãî ñóáïðîöåññà, êîòîðûé ìîæåò áûòü èç-

âëå÷åí èç ìàðêîâñêîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà íàëîæåíèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé

(ñì.(11) è (12)).

6. Ìîìåíòû ïåðåõîäîâ.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè W (y′/y) âõîäèò â îïðåäåëåíèå ìîìåí-

òîâ ïåðåõîäà (ôîðìóëà (17)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ a(m)(y, t) ìû äîëæ-

íû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (7) ñâÿçûâàþùóþ W (y′/y) ñ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà äëÿ

ìàëîé ðàçíîñòè âðåìåí.

Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (15), ìû âèäèì, ÷òî W (y′; r) = W (y′/y) ñ y =

y′ + r . Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

W (y; r) = W (y′/y).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (17), äëÿ ìîìåíòîâ ïåðåõîäà èìååì

a(m)(y, t) =

∫
dy′(y′ − y)mW (y′, y). (20)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ïåðåõîäà ìû ââåäåì âåëè÷èíó

A(m)(y; τ, t) =

∫
dy′(y′ − y)mP (y′, t+ τ |y, t), (m > 1),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì îò [Y (t + τ) − Y (t)]m ñ çàäàííûì (sharp) çíà÷åíèåì

Y (t) = y (óñëîâíîå ñðåäíåå). Òîãäà, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà äëÿ ìàëûõ

ðàçíîñòåé âðåìåíè (ôîðìóëà (7)), ìîæíî ïîëó÷èòü

A(m)(y; τ, t) =
∫
dy′(y′ − y)m

{
δ(y′ − y)[1 − a(0)(y, t)τ ] + W (y′/y)τ + O(τ 2)

}
=

τ
∫
dy′(y′ − y)mW (y′, y) +O(τ 2) = a(m)(y, t)τ + +O(τ 2), (m > 1.)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a(m)(y, t) =
∂

∂τ
A(m)(y; τ, t)

∣∣∣∣
τ=0

,

47



òî åñòü ìîìåíòû ïåðåõîäîâ ðàâíû ïðîèçâîäíîé îò óñëîâíûõ ñðåäíèõ. Íàêîíåö, åñëè

çàïèñàòü, ÷òî

A(m)(y; ∆t, t) =
∫
dy′(y′ − y)mP (y′, t+ ∆t|y, t) = 〈[Y (t+ ∆t)− Y (t)]m〉

∣∣∣∣
Y (t)=y

,

òî àëüòåðíàòèâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòîâ ïåðåõîäà áóäåò

a(m)(y, t) = lim
∆t→0

1

∆t
〈[Y (t+ ∆t)− Y (t)]m〉

∣∣∣∣
Y (t)=y

. (21)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû (21) ìû âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòû ïåðåõî-

äîâ â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîìó óðàâíåíèþ Ëàíæåâåíà.

Ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà - Ìîéàëà è óðàâíåíèå Ôîêêåðà - Ïëàíêà.

7. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû ìîæåò áûòü ðàñïðîñnðàíåíû íà ìíîãîêîìïîíåíò-

íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ Yi(t), i = 1, 2, .., N . Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà-

Ìîéàëà íàäî èñïîëüçîâàòü ìíîãîìåðíîå òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå, ÷òî äàåò:

∂P

∂t
=

∞∑
m=1

(−1)m

m!

∑
j1...jm

∂m

∂yj1 ...yjm

[
amj1...jm(y, t)P

]
. (22)

Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà òîãäà áóäåò

∂P

∂t
= −

∑
i

∂

∂yi

[
a

(1)
i (y, t)P

]
+

1

2

∑
ij

∂2

∂yiyj

[
a

(2)
ij (y, t)P

]
. (23)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìîìåíòû ïåðåõîäîâ äàåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóë (20) è (21)

ïðåäûäóùåãî ïóíêòà 6 íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, òî åñòü

a
(m)
j1...jm

(y, t) =

∫
dy′(y′j1 − yj1)...(y

′
jm
− yjm)W (y′,y). (24)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî îáîáùåíèþ ôîðìóëû (21):

a
(m)
j1...jm

(y, t) = lim
∆t→0

1

∆t

〈 m∏
µ=1

[
Yjµ(t+ ∆t)− Yjµ(t)

]〉
Yk(t)=yk

, (25)

òî åñòü ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâíîãî ñðåä-

íåãî.

8.Ïðèìåðû óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

8.1. Äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû.
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Â àíàëèçå Ýéíøòåéíà äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ îí ïîëó÷èë äèôôóçèîííîå

óðàâíåíèÿ âèäà
∂P

∂t
= D

∂2P

∂x2
. (26)

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà (19) ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

a(1)(x, t) ≡ 0, òàê êàê íà ÷àñòèöó íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû è, ñëåäîâàòåëüíî,

äðåéôîâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî a(2)(x, t) = 2D è íå çàâèñèò

îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñâîéñòâà îêðóæàþùåé ñðå-

äû îäíîðîäíû (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå D = D(x) ). Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ

P (x, t = 0) = δ(x) áûëî P (x, t) = exp(−x2/4Dt)/
√

4πDt , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò

ïðîöåññó Âèíåðà-Ëåâè.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî äëÿ ÷àñòèöû

ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ γ (overdamped case) è â îòñóòñòâèå âíåøíèõ

ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöó.

8.2. Äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (x, v) .

Ïðàâèëüíîå äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå ñâîáîäíîé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû åñòü

∂P

∂t
= −v∂P

∂x
+ γ

(
∂

∂v
v +

kT

m

∂2

∂v2

)
P. (27)

Ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå Êðàìåðñà - Êëåéíà äëÿ ÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíûì

êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ γ â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîòåíöèàëà. Èç ýòîãî óðàâíå-

íèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå (26), èñïîëüçóÿ ñèíãóëÿðíóþ òåî-

ðèþ âîçìóùåíèé êàê âåäóùèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì 1/γ . Äðóãèì ñïî-

ñîáîì ìû ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â êîíòåêñòå óðàâíåíèé Ëàíæåâåíà, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ýòèì óðàâíåíèÿì Ôîêêåðà-Ïëàíêà. (Ìû ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

Ëàíæåâåíà mẍ = −mγx+ ξ(t) âåäåò ê óðàâíåíèþ (27), òîãäà êàê â ñëó÷àå ñèëüíîé

äèññèïàöèè mγx = ξ(t) âåäåò ê óðàâíåíèþ (26)). Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî áåç äîêàçà-

òåëüñòâà, ÷òî ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà îïèñûâàåò âðåìåííóþ ýâîëþöèþ âåðî-

ÿòíîñòè ïåðåõîäà ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì ýòî, ðåøàÿ

óðàâíåíèå äëÿ

PV (v, t) =

∫
dxP (x, v, t).

Óðàâíåíèå äëÿ PV ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (27) ïî x ñ èñïîëüçî-
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âàíèåì òîãî, ÷òî
∫
dx∂xP (x, v, t) = 0 , òàê êàê P (x = ±∞, v, t) = 0 ; òîãäà ïîëó÷èì

∂PV
∂t

= γ

(
∂

∂v
v +

kT

m

∂2

∂v2

)
PV . (28)

Ìû ïîçæå ïîêàæåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå (28) îïèñûâàåò òàêæå ïîëîæåíèå ïåðåäåìï-

ôèðîâàííîé ÷àñòèöû â ãàðìîíè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Èòàê, äàâàéòå ïîëó÷èì ðåøåíèå

îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ

τ∂tP = ∂y(yP ) +D∂2
yP. (29)

Áóäåì ðåøàòü (29) ìåòîäîì Ôóðüå- ïðåîáðàçîâàíèÿ (èëè ââîäÿ âìåñòî P (y, t) õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ G(k, t) ), òî åñòü

G(k, t) =

∫
dyeikyP (y, t); P (y, t) =

1

2π

∫
dke−ikyG(k, t).

Òîãäà óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (29) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ

G(k, t) , òî åñòü

τ∂tG+ k∂kG = −Dk2G, (30)

êîòîðîå ìû ðåøèì ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Íàïîìíèì åãî êðàòêî:

Åñëè èìååì óðàâíåíèå âèäà P ∂f
∂x +Q∂f

∂y = R è u(x, y, t) = a è v(x, y, t) = b

åñòü äâà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû
dx
P = dy

Q = df
R , òî îáùåå ðåøåíèå

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò u è v , òî åñòü h(v, u) = 0.

Èòàê, äëÿ óðàâíåíèÿ(30) âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà åñòü

dt

τ
=
dk

k
= − dG

Dk2G
.

Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìû (t, k) è (k,G) èìååì äâà èíòåãðàëà:

dt

τ
=
dk

k
→ k = a exp(t/T )→ u = k exp(−t/T ) = a,

−Dkdk = dG/G→ −1

2
Dk2 = lnG+ c→ v = exp(Dk2/2)G = b.

Òåïåðü ðåøåíèå h(u, v) = 0 ìîæåò áûòü ðàçðåøåíî äëÿ v êàê v = φ(u) ñ åùå

ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé φ , ÷òî ïðèâîäèò ê èñêîìîìó îáùåìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

(30):

G = exp(−Dk2/2)φ(k exp(−t/τ). (31)
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Ó÷åò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé P (y, t = 0) = δ(y−y0) ïðèâîäèò ê G(k, t = 0) = exp(iky0)

îòêóäà ìîæíî íàéòè ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó ôóíêöèè φ : φ(k) = exp(iky0 +

Dk2/2).

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ G(k, t) ïîëó÷èì:

G(k, t) = exp

[
iy0e

−t/τk − (D/2)(1− exp(−2t/τ)k2

]
, (32)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà ñ µ1 =

y0 exp(t/τ) è σ2 = D(1− exp(−2t/τ) . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,

ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (29) áóäåò

P (y, t|y0, 0) =
1√

2πD(1− exp(−2t/τ))
exp

[
− (y − y0 exp(−t/τ))2

2D(1− exp(−2t/τ))

]
, (33)

è êîòîðîå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîöåññà Îðíøòåéíà -

Óëåíáåêà.

Íàêîíåö, åùå îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðàìè äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ PV (óðàâ-

íåíèå (28)) åñòü µ1 = v0 exp(−t/τ) è σ2 = (kT/m)(1− exp(−2t/τ)) . Òîãäà

äëÿ t � τ èìååì PV ∼ exp

[
−mv2

2 /kT

]
, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé áîëüöìà-

íîâñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.

Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà.

1. Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé (íî ñ ìóëüòèøóìîì).

Ýòî "äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå"âèäà

dy/dt = A(y, t) +B(y, t)ξ(t), (1)

ãäå ξ(t) åñòü çàäàííûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Âûáîð äëÿ ξ(t) òàêîãî ïðîöåññà,

êîòîðûé ïðèâîäèò ê ìàðêîâîñòè ïðîöåññà y(t) [äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòü îäèíàêî-

âûå ñèìâîëû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà Y (t) è åãî ðåàëèçàöèè y(t) ] ñîñòîèò â

âûáîðå áåëîãî øóìà äëÿ "ëàíæåâåíîâñêîãî"ïðîöåññà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì

ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

ξ(t) = 0, (2a)

〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = 2Dδ(t1 − t2). (2b)

Òàê êàê óðàâíåíèå (1) åñòü óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè

ξ(t) , îíî îïðåäåëÿåò y(t) îäíîçíà÷íî ëèøü â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî çàäàíèÿ y(t0).
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Äîïîëíèòåëüíî, âåëè÷èíû ôëóêòóèðóþùåãî ñëàãàåìîãî â ðàçëè÷íûå âðåìåíà ñòà-

òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû áëàãîäàðÿ δ - êîððåëèðîâàííîñòè ξ(t) . Ñëåäîâàòåëüíî, âå-

ëè÷èíû ξ(t) â ïðåäûäóùåå âðåìåíà, ñêàæåì t < t0 , íå ìîãóò ïîâëèÿòü íà óñëîâíûå

âåðîÿòíîñòè âî âðåìÿ t > t0 . Îòñþäà ñëåäóåò ìàðêîâîñòü ðåøåíèÿ (1).

Êîýôôèöèåíòû A(y, t) è B(y, t)ξ(t) ÷àñòî íàçûâàþò êàê êîýôôèöèåíò ñíîñà

(drift or transport) è äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâåííî. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ

ξ(t) , óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, òî

åñòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ñëó÷àéíûå ñëîãàåìûå

ñ çàäàííûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ðåøèòü óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà îçíà÷àåò

îïðåäåëèòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîöåññà y(t) .

Íàêîíåö, ìîìåíòû ξ(t) áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì (2b) ïîëó÷àþòñÿ èç (2) ñ

ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé, ïîäîáíûõ òàêîâûì äëÿ ìíîãîìåðíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ,

òî åñòü âñå íå÷åòíûå ìîìåíòû ξ(t) èñ÷åçàþò, è

〈ξ1(t1)ξ2(t2)ξ3(t3)ξ4(t4)〉 = (2D)2[〈ξ(t1)ξ(t2)〉〈ξ(t3)(t4)〉+ 〈ξ(t1)ξ(t3)〉〈ξ(t2)(t4)〉

+〈ξ(t1)ξ(t4)〉〈ξ(t2)(t3)〉].

(3)

×òî áû ïðîâåðèòü ýòîò ðåçóëüòàò, íèæå ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå,

èçâåñòíîå êàê òåîðåìà Íîâèêîâà - Ôóðóöó.

Òåîðåìà Íîâèêîâà è ôîðìóëà Âèêà.

1. Òåîðåìà Íîâèêîâà, óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ìíîãîìåðíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, äëÿ êîòîðîãî X = {X1, ..., Xn} è

P (x) =

√
DetA

(2π)n
exp(−1

2
x · A · x), (4)

ñðåäíèå òèïà 〈xif(x)〉 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

〈xif(x)〉 =
∑
m

〈xixm〉〈
∂f

∂xm
〉. (5)

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ðåçóëüòàòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñ f(x) = xjxkxl è ó÷åòîì, ÷òî

∂xi/∂xm = δim . Òîãäà

〈xixjxkxl〉 =
∑
m

〈xixm〉〈δimxkxl + xjδkmxl + xjxkδlm〉 = 〈xixj〉〈kxl〉+ 〈xixk〉〈xjxl〉+ 〈xixl〉〈xjxk〉

52



ôîðìóëà Âèêà. (6)

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íîâèêîâà.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì å¼ òðåìÿ ïðîñòûìè øàãàìè:

(1). Åñëè îïðåäåëèòüE(x) =
∑

ij 1/2xiAijxj = 1/2xAx (ñì.ôîðìóëó (4))

òî ∂E/∂xm = 1/2
∑

ij(δimAijxj + xiδimAij) = 1/2
∑

j Amjxj + 1/2
∑

i xiAim.

Íî òàê êàê Aij = Aji, òî ∂E/∂xm=
∑

j Amjxj îòêóäà xi =
∑

m(A−1)im∂E/∂xm.

(2). Âû÷èñëèì ñðåäíåå 〈xif(x)〉 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî P (x) = Ce−E , ãäå C =√
DetA/(2π)n .

Òîãäà

〈xif(x)〉 = C
∫
dxxif(x)e−E = C

∫ ∑
m(A−1)imdxf(x)

∂E

∂xm
e−E︸ ︷︷ ︸

−∂/∂xme−E

=
∑n

m=1(A−1)imC
∫
dx ∂f

∂xm
e−E =

∑
m(A−1)im〈 ∂f∂xm

〉 = 〈xif(x)〉.
(3). Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî 〈XiXj〉 = (A−1)ij (ðàíåå áåç äîêàçàòåëüñòâà áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî 〈〈XiXj〉〉 = (A−1)ij ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü f = xj è òîãäà

∂xj/∂xm = δjm, òî 〈xixj〉 =
∑

m(A−1)imδjm = (A−1)ij .

Âûâîä óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà èç óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà.

1. Íàïîìíèì óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà:

dy/dt = A(y, t) +B(y, t)ξ(t), ãäå 〈ξ(t)〉 = 0 è 〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = 2DXδ(t1 − t2).

2. Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà åñòü ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé ïîä-

÷èíÿåòñÿ master eqn. (óïðàâëÿþùåìó óðàâíåíèþ), òî ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü çàïèñà-

íî â ôîðìå Êðàìåðñà -Ìîéàëà. Èòàê, ðàçëîæåíèå Êðàìåðñà- Ìîéàëà óïðàâëÿþùåãî

óðàâíåíèÿ åñòü
∂P (y, t)

∂t
=

∞∑
m=1

(−1)m

m!

∂m

∂ym

[
a(m)(y, t)P (y, t)

]
, (7)

ãäå, y = y(t) , à

a(m)(y, t) = lim
∆t→0

1

∆t

〈[
Y (t+ ∆t)− Y (t)

]m〉∣∣∣∣
Y (t)=y

, (8)

3. Âíà÷àëå ïðåâðàòèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà â èíòåãðàëüíîå

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî∫ t+∆t

t

dy

dt′
dt′ = y(t+ ∆t)− y(t) =

∫ t+∆t

t

dt1A

[
y(t1), t1

]
+

∫ t+∆t

t

dt1B

[
y(t1), t1

]
ξ(t1),

(9)
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ãäå y = y(t) .Ðàçëîæèì A è B â ðÿä ïî [y(t1)− y] :

A

[
y(t1), t1

]
= A(y, t1) + A′(y, t1)

[
y(t1)− y

]
+... ãäå A′(y, t) = ∂A/∂y

∣∣∣∣
y

B

[
y(t1), t1

]
= B(y, t1) +B′(y, t1)

[
y(t1)− y

]
+... ãäå B′(y, t) = ∂B/∂y

∣∣∣∣
y

4. Òîãäà y(t+∆t)−y =
∫ t+∆t

t
dt1A(y, t1)+

∫ t+∆t

t
dt1A

′(y, t1)

[
y(t1)−y

]
+
∫ t+∆t

t
dt1B(y, t1)ξ(t1)+∫ t+∆t

t
dt1B

′(y, t1)ξ(t1)

[
y(t1)− y

]
+...

(10)

5. Äëÿ y(t1)− y â èíòåãðàëàõ óðàâíåíèÿ (10) ñäåëàåì åãî èòåðàöèþ, è òîãäà

y(t+ ∆t)− y =

∫ t+∆t

t

dt1A(y, t1) +

∫ t+∆t

t

dt1A
′(y, t1)

∫ t1

t

dt2A(y, t2)+

+

∫ t+∆t

t

dt1A
′(y, t1)

∫ t1

t

dt2B(y, t2)ξ(t2) + ...+

∫ t+∆t

t

dt1B(y, t1)ξ(t1)+

+

∫ t+∆t

t

dt1B
′(y, t1)ξ(t1)

∫ t1

t

dt2A(y, t2)+

∫ t+∆t

t

dt1B
′(y, t1)ξ(t1)

∫ t1

t

dt2B(y, t2)ξ(t2)+..

(11)

6. Óñðåäíèì (11) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî y = y(t) . Òîãäà

〈y(t+ ∆t)− y〉 =

∫ t+∆t

t

dt1A(y, t1) +

∫ t+∆t

t

A′(y, t1)dt1

∫ t1

t

dt2A(y, t2)+

+2D

∫ t+∆t

t

dt1B
′(y, t1)

∫ t1

t

dt2B(y, t2)δ(t1 − t1)...

7. Ó÷òåì òåïåðü, ÷òî
∫ t1
t
dt2δ(t1 − t2)f(t2) = (1/2)f(t1).

Òîãäà äëÿ a(1)(y, t) èìååì

a(1)(y, t) = lim
∆t→0

1/∆t

〈
y(t+ ∆t)− y

〉∣∣∣∣
y(t)=y

= A(y, t) +DB(y, t)∂B(y, t)/∂y, (12)

8. Îñòàëüíûå èíòåãðàëû, íå íàïèñàííûå â ýòîé ôîðìóëå (12), íå äàþò âêëàäà â

ïðåäåëå ∆t→ 0 . ×ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ:

à) ñðåäíèå îò
∫
ñ ξ (÷åòíîãî ÷èñëà). Îíè äàþò âêëàäû ∼ (∆t)2 â ñèëó ôîðìóëû

(3);

b) ñðåäíèå îò
∫
, íå ñîäåðæàùèõ ξ , âêëàäû îò íèõ ∼ (∆t)n , ãäå n - ÷èñëî

"ïðîñòûõ"èíòåãðàëîâ. Îáà òèïà âêëàäîâ èñ÷åçàþò ïðè äåëåíèè íà ∆t è ïðåäåëå

∆t→ 0 .
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9. Èñïîëüçóÿ òå æå ñàìûå àðãóìåíòû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðÿäà èñ÷åçàþùèõ èíòåãðà-

ëîâ ìîæíî âû÷èñëèòü âòîðîé êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè Êðàìåðñà - Ìîéàëà:

a(2)(y, t) = lim
∆t→0

(1/∆t)

〈[
y(t+ ∆t)− y(t)

]2〉∣∣∣∣
y(t)=y

, ÷òî äà¼ò

a(2)(y, t) = lim
∆t→0

(1/∆t)

∫ t+∆t

t

dt1B(y, t1)

∫ t+∆t

t

dt2B(y, t2)2Dδ(t1 − t2) = 2DB2(y, t).

(13)

Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû a(m) = 0 äëÿ m > 3 . Ñîáèðàÿ âñå ðåçóëüòàòû äëÿ

a(m) , èìååì: 
a(1)(y, t) = A(y, t) +DB(y, t)(∂B(y)/∂y),

a(2)(y, t) = 2DB2(y, t),

a(m)(y, t) = 0 äëÿ m > 3.

(13a)

10. Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂P/∂t = −(∂/∂y)

{[
A(y, t) +DB(y, t)(∂B(y, t)/∂y)

]
P

}
+D(∂2/∂y2)

[
B2(y, t)P

]
.

(14)

Îòìåòèì, ÷òî a(1)(y, t) ñîäåðæèò, êðîìå äåòåðìèíèðîâàííîãî ñíîñà A(y, t) , åùå è

ñëàãàåìîå DB(y, t)B′(y, t) , êîòîðîå íàçûâàþò noise-induced drift.

11. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, òî åñòü

ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà

y = (y1, ..., yn) èìååò âèä

∂yi/∂t = Ai(y, t) +
∑
k

Bik(y, t)ξk(t), (15)

ãäå ξk(t) åñòü NL ïðîöåññîâ "áåëîãî øóìà".NL íå îáÿçàòåëüíî ðàâíî N , òî åñòü

ìîæåò áûòü äàæå NL = 1 , òî åñòü ñëó÷àé ñêàëÿðíîãî áåëîãî øóìà.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ξk(t) òåïåðü áóäóò

〈ξk(t)〉 = 0, (16 a)

〈ξk(t1)ξl(t2)〉 = 2Dδklδ(t1 − t2), (16 b)

Ìîìåíòû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àþòñÿ èç (16 a,b) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíî-

øåíèé, ïîäîáíûì ðàíåå äëÿ îäíîðîäíîãî ãàóññîâîãî ñëó÷àÿ.
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Êîýôôèöèåíòû âèäà (13 a) â ðàçëîæåíèè Êðàìåðñà-Ìîéàëà âèäà (7) ìîãóò áûòü

ïîäñ÷èòàíû, èñïîëüçóÿ òå æå àðãóìåíòû, èñïîëüçîâàííûå ðàíåå ïðè îöåíêå íåêîòî-

ðûõ "èñ÷åçàþùèõ"èíòåãðàëîâ (ñìîòðåòü ïóíêò 8). Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèå ñîîòíî-

øåíèé (13 a) íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé èìåþò âèä:
a

(1)
i (y, t) = Ai(y, t) +D

∑
j,k Bjk(y, t)(∂Bik(y, t)/∂yj),

a
(2)
ij (y, t) = 2D

∑
k Bik(y, t)Bjk(y, t),

a
(m)
j1
, ...,jm (y, t) = 0 äëÿ m > 3.

(17)

Òîãäà èç óðàâíåíèé (15) äëÿ ìàðêîâñêîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñëåäóåò óðàâ-

íåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âèäà

∂P/∂t = −
∑
i

(∂/∂yi)

{[
Ai(y, t) +D

∑
j,k

Bjk(y, t)(∂Bik(y, t)/∂yj)

]
P

}
+

+D
∑
ij

(∂2/∂yi∂yj)

{[∑
k

Bik(y, t)Bjk(y, t)

]
P

}
,

(18)

êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (15).

12. Ïðèìåðû óðàâíåíèÿé Ëàíæåâåíà è ñëåäóþùèõ èç íèõ óðàâíåíèé

Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

12.1. Äèôôóçèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: óðàâíåíèå Êëåéíà-Êðàìåðñà.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà ñ âêëþ÷åíèåì â íåãî

âíåøíåãî ïîòåíöèàëà U(x, t) (íàïðèìåð, ñèëû òÿãîòåíèÿ â áðîóíîâñêîé çàäà÷å)

m
d2x

dt2
= −mγdx

dt
− ∂U

∂x
+mξ(t). (19)

Ýòî ïðîñòî îáû÷íîå óðàâíåíèå Íüþòîíà, äîïîëíåííîå ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëîé mξ(t)

Ðàçäåëèâ (19) íà m , ââîäÿ V = U è îáîçíà÷àÿ V ′ ≡ ∂V/∂x , ïðåäñòàâèì (19) â

âèäå ïàðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx

dt
= v, (20)

dv

dt
= −(γv + V ′) + ξ(t). (21)

Òîãäà, ñðàâíèâ ýòè óðàâíåíèÿ ñ ìíîãîìåðíûìè óðàâíåíèÿìè ëàíæåâåíà (15), ìû

ïðèìåì ξx(t) = 0 è ξv(t) = ξ(t) , òî åñòü

Ax = v Bxx = 0 Bxv = 0,
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Av = −(γv + V ′) Bvx = 0 Bvv = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû â îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà (18) ñ ó÷åòîì

∂jBik = 0 èìååì

∂P

∂t
=

[
− ∂

∂x
v − ∂

∂v

[
−(γv + V ′)

]
+D

∂2

∂v2

]
P.

Ïåðåïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì D/γ = T/m , ïîëó÷àåì èçâåñòíîå óðàâíåíèå

∂P

∂t
= −v∂P

∂x
+ V ′

∂P

∂v
+ γ

(
∂

∂v
v +

T

m

∂2

∂v2

)
P, (21)

ãäå T - òåìïåðàòóðà â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ. Ñîîòíîøåíèå D/γ = T/m ñëåäó-

åò èç èñïîëüçîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà P0 ∼ exp

[
−(mv2/2 + mV )

/
T

]
è

íàõîæäåíèÿ óñëîâèé, êîãäà îíî áóäåò ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ó÷åòó Ëàíæåâåíîì òåîðåìû î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè äëÿ òîãî,

÷òîáû ïîëó÷èòü 〈mv2〉 = T . Îòìåòèì åùå, ÷òî â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîòåíöèàëà,

óðàâíåíèå Êëåéíà-Êðàìåðñà ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ äèôôóçèè áðîóíîâñêèõ

÷àñòèö(ñì.ï.8.1) ñ ðåøåíèåì (äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ PV (v, t) =
∫
dxP (x, v, t) ), ñëåäóþ-

ùèì èç ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà.

12.2. Óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî- ïåðåäåìïôèðîâàííàÿ ÷àñòèöà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Íüþòîíà-Ëàíæåâåíà (19) â ïðåíåáðåæåíèè èíåðöèîííûì

ñëàãàåìûì. Òîãäà
dx

dt
= −V ′/γ + ξ(t)/γ, (22)

Ñðàâíèâàÿ (22) ñ óðàâíåíèåì (1) ìû ïîëó÷èì A = −V ′/γ è B = 1/γ . Âñòàâ-

ëÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû â óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà(14)(è ñíîâà ñ÷èòàÿ D/γ = T/m )

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî:

∂P

∂t
=

(
1

γ

∂

∂x
V ′ +

T

mγ

∂2

∂x2

)
P, (23)

Ñîîòíîøåíèå D/γ = T/m ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ "ãðàíè÷íîãî"

áîëüöìàíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P0 ∼ exp

[
−mV (x)/T

]
è íàõîæäåíèÿ óñëîâèé,

êîãäà îíî áóäåò ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì.

Â îòñóòñòâèå ïîòåíöèàëà óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñâî-

áîäíîé äèôôóçèè(8.27) èëè Ýéíøòåéíà ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷àåìûõ äëÿ ïðîöåññà

Âèíåðà-Ëåâè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà V (x) = ω2
0x

2/2
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óðàâíåíèå (23) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (8.30) ñ ïàðàìåòðàìè τ = γ/ω2
0 , D =

T/mω2
0 , ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (8.34). Òîãäà

ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü äëÿ ïåðåäåìïôèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

P (x, t) =

√
mω2

0

2πT (1− exp(−2t/τ))
exp

[
−mω

2
0(x− x0 exp(−t/τ))2

2T (1− exp(−2t/τ))

]
, τ = γ/ω2

0, (24)

Òîãäà â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí (t� τ) ìû ïîëó÷èì, ÷òî

P0 ∼ exp

[
−(mω2

0x
2/2T

]
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì áîëüöìàíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêî-

ãî îñöèëÿòîðà. Óðàâíåíèå (24), êðîìå ýòîãî, äàåò íàì îïèñàíèå ðåëàêñàöèè ê ðàâ-

íîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
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Âûêëàäêè äëÿ äîìàøíèõ çàäàíèé.

1) Âû÷èñëèòü I =
∫
δ(mv

2

2 − E)( m
2πkT )3/2 exp(mv2/2(kT ))dvxdvydvz . Ïå-

ðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì dvxdvydvz → v2dvdφ sin θdθ → 4πv2dv ,

òàê êàê
∫
dO = 2π

∫ π
0 sin θdθ = 2π(−)

∫ −1

1 d(cos θ) = 4π

êðîìå òîãî

v2dv =
v

2
dv2 =

√
v2

2
(

2

m
)d(

mv2

2
) =

1

m

√
mv2

2

2

m
d(
mv2

2
) =

√
2

m3/2

√
mv2

2
d(
mv2

2
).

I =

∫
δ(
mv2

2
− E)

m3/2

(2πkT )3/2

4π
√

2

m3/2
exp(−mv2/2(kT ))

√
mv2

2
d(
mv2

2
) =

=
4π
√

2

2π
√

2π(kT )3/2
exp(−E/(kT )) =

2√
π

(kT )−3/2
√
E exp(−E/(kT )).

2) Âû÷èñëèòü I2 =
∫∞
−∞ dx exp

[
ikx− (x−µ1)2

2σ2

]
ñäâèæêà x′ = x−µ1; dx′ = dx .

Òîãäà I2 =
∫∞
−∞ dx exp

[
ik(x + µ1) − x2

2σ2

]
: íî ikx − x2/2σ2 = i2σ2kx−x2

2σ2 =

− (x−ikσ2)2+k2σ4

2σ2 ,

I2 =
∫∞
−∞ dx exp

[
ikµ1− (x−ikσ2)2

2σ2 −k2σ4

2σ2

]
= exp

[
ikµ1−k2σ2

2

]∫∞
−∞ dxe

(x−ikσ2)2/2σ2

=
√

2πσeikµ1−k2σ2/2,

òàê êàê
∫∞
−∞ dxe

−α(x−b)2 =
√
π/α; α = 1/σ2 ; òàê êàê PX(x) ∼ 1/

√
2πσ2 , òî

GX(k) = exp[ikµ1 − σ2k2/2].

3) Âû÷èñëèòü

I3 =

∫ ∞
−∞

dxeiax

1 + x2
=

∫ ∞
−∞

dxeiax

(x− i)(x+ i)

3.1. a > 0 Òîãäà I3 = 2πiResx=i(
eiax

x+ i
) =

2πi

2i
e−a = πe−a (a > 0);

3.2. a < 0 Òîãäà I3 = −2πiResx=−i(
eiax

x− i
) = − 2πi

−2i
ea = πea (a < 0).

Èòàê I3 = πe−|a|
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Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà Áàéåñà(Ïóãà÷åâ, ñ.35-37).

1. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âåðîÿòíîñòü èíòåðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿ A íåïîñðåä-

ñòâåííî âû÷èñëèòü òðóäíî, íî çàòî ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïî-

ÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé E1, ..., En ,

îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó. Â ýòîì ñëó÷àå
∑n

i=1Ei ïðåäñòàâëÿåò äîñòîâåðíîå ñî-

áûòèå, òî åñòü
∑n

i=1 Ei = 1 (ñìîòðåòü ôîðìóëó 1.3.3.).

Íî åñëè ñ äàííûì îïûòîì ñâÿçàíî íåêîòîðîå äîñòîâåðíîå ñîáûòèå E , òî ëþáîå

ñîáûòèå A ìîæåò ïîÿâèòñÿ òîëüêî ñîâìåñòíî ñ ýòèì äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì E òî

åñòü A = AE (êîíåö ñòð.34). Òîãäà

P (A) = P (AE) = P (A
n∑
i=1

Ei) = P (
n∑
i=1

AEi).

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {P (A1 + A2 + ...) = P (A1 +

(A2) + ...} ( ôîðìóëà 1.3.2.),

Ïîëó÷àåì

P (A) =
n∑
i=1

P (AEi).

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïðèíöèï óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé {P (AB) = P (A)P (B|A) =

P (B)P (A|B)} ( ôîðìóëà 1.3.7.). èìååì

P (A) =
n∑
i=1

P (Ei)P (A|Ei) (1.3.10.)ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

2. Ôîðìóëà Áàéåñà (ïðèíöèï îáðàòíîé âåðîÿòíîñòè).

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ÷àñòî âîçíèêàåò äðóãàÿ çàäà: â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåííîãî

îïûòà ïîÿâèëîñü ñîáûòèå A è íà îñíîâàíèè ýòîãî òðåáóåòñÿ âûñêàçàòü ñóæäåíèå î

òîì, êàêîå èç íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé E1, ..., En , îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó, èìååò

ìåñòî: òàêæå íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé E1, ..., En , çíàÿ ëèøü, ÷òî â ðåçóëüòàòå

îïûòà ïðîèçîøëî ñîáûòèå A .

Èíà÷å: çíàÿ P (A|Ek) , íàéòè P (Ek|A) , òî åñòü îáðàòíóþ âåðîÿòíîñòü.

Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî

P (AEk) = P (A)P (Ek|A) = P (Ek)P (A|Ek).

Îòêóäà

P (Ek|A) =
P (Ek)P (A|Ek)

P (A)
=

P (Ek)P (A|Ek)∑n
i=1 P (Ei)P (A|Ei)

(1.3.11.)ôîðìóëà Áàéåñà.
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Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ïî ôîðìóëå Áàéåñà.

Ïóñòü ñîáûòèå A ìîæåò íàñòóïèòü òîëüêî ïðè ïîÿâëåíèè îäíîãî èç ïîïàðíî

íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé E1, ..., En . Ïîñêîëüêó çàðàíåå (äî îïûòà) íåèçâåñòíî, êà-

êîå èç ýòèõ ñîáûòèé íàñòóïèò, èõ íàçûâàþò ãèïîòåçàìè.

Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P (Ek) è óñëîâíûå âåðîÿò-

íîñòè P (A|Ek) ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè êàæäîé èç ãèïîòåç. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.3.10.). Äîïóñòèì, ÷òî ïðî-

èçâåäåíî èñïûòàíèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîÿâèëîñü ñîáûòèå A . Ôîðìóëà Áàéå-

ñà ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P (Ek|A) ïîñëå òîãî, êàê ñòàë èçâåñòåí

ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ, â èòîãå êîòîðîãî ïîÿâèëîñü ñîáûòèå A . P (Ek) -àïðèîðíûå

âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç, à P (Ek|A) -àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç.

3. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð (Ïóãà÷åâ, ïðèìåð 1.3.7.)

a) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðèíèìàåìîì ðàäèîñèãíàëå ïðèñóòñòâóåò ïîëåçíûé

ñèãíàë, ðàâíà p . Âåðîÿòíîñòü íå çàìåòèòü ïîëåçíûé ñèãíàë, êîãäà îí ïðèñóò-

ñòâóåò â ïðèíèìàåìîì ñèãíàëå, ðàâíà α , à âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîã îáíàðóæèòü

ïîëåçíûé ñèãíàë, êîãäà ïðèíèìàåòñÿ îäèí øóì, åñòü β .

b) Íàéòè âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ïîëåçíîãî ñèã-

íàëà è âåðîÿòíîñòüïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ.

c) Â äàííîì ñëó÷àå ñîáûòèå A ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íîå ðåøåíèå, ñîáûòèå E1 - ïðè-

ñóòñòâèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà â ïðèíèìàåìîì ðàäèîñèãíàëå, à ñîáûòèå E2 - îòñóò-

ñòâèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà (òî åñòü ïðèåì îäíîãî øóìà).

Ïî óñëîâèþ : p(E1) = p, P (A|E1) = α, P (A|E2) = β.

Êðîìå òîãî : P (E2) = 1− p òàê êàê,
∑
i

P (Ei) = 1.

d) Ðåøåíèå: ïðèìåíÿÿ ôîðìóëóïîëíîé âåðîÿòíîñòè (1.3.10), ïîëó÷èì{
Pîøèá = P (A) = P (E1)P (A|E1) + P (E2)P (A|E2) = pα + (1− p)β,
Pïðàâ = P (Ā) = 1− P (A) = 1− pα− (1− p)β.

Äëÿ ýòîé æå çàäà÷è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèíÿòûé ðàäèîñèãíàë îáðàáîòàí ïðè-

åìíèêîì, è îáðàáîòàííûé ñèãíàë ïðåâçîøåë ïîðîãîâûé óðîâåíü, âñëåäñòâèè ÷åãî

ñèñòåìà îáíàðóæåíèÿ ïðèíÿëà ðåøåíèå, ÷òî ïîëåçíûé ñèãíàë åñòü.

Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ïðèñóòñòâóåò ïîëåç-

íûé ñèãíàë, è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí îòñóòñòâóåò.
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Çäåñü ñîáûòèå A ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî îáðàòíûé ñèãíàë ïðåâçîøåë ïîðîãîâûé óðî-

âåíü.

Ïî óñëîâèþ: P (A|E1) = 1 − α - âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ÷òî ïîëåçíûé

ñèãíàë åñòü, â ñëó÷àå åãî ïðèñóòñòâèÿ â ïðèíèìàåìîì ñèãíàëå.

P (A|E2) = β - âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ÷òî ïîëåçíûé ñèãíàë åñòü, â ñëó-

÷àå åãî îòñóòñòâèÿ ( òî åñòü ïðèåìà ëèøü øóìà).

Ðåøåíèå: ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Áàéåñà (1.3.11), ïîëó÷èì:

P (E1|A) =
P (E1)P (A|E1)

P (A)
=

p(1− α)

p(1− α) + (1− p)β
=

1

1 + [(1− p)β/p(1− α)]
,

P (E2|A) =
P (E2)P (A|E2)

P (A)
=

(1− p)β
p(1− α) + (1− p)β

=
1

1 + [(1− α)p/(1− p)β)]
,

òàê êàê P (A) = P (E1)P (A|E1) + P (E2)P (A|E2) = p(1− α) + (1− p)β
åñëè Z ≡ ((1−p)β)/(p(1−α)) , òî P (E1|A) = 1/(1+z); P (E2|A) = 1/(1+1/z) =

z/(1 + z).

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. ( � 3 ïî ßãëîìàì)

1) Äëÿ èõ ââåäåíèÿ íàèáîëåå ïðîñòî ðàáîòàòü ñî ñõåìîé m ÷åðíûõ è n − m

áåëûõ øàðîâ â óðíå. Ïóñòü A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â èçâëå÷åíèè ÷åðíîãî øàðà èç

óðíû, B -ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå òàêæå â èçâëå÷åíèè ÷åðíîãî øàðà èç óðíû. Òîãäà Ā -

èçâëå÷åíèå áåëîãî øàðà.

Åñëè ÷åðíûé øàð âîçâðàùàåòñÿ â óðíó ïåðåä ñëåäóþùåé âûåìêîé, òî P (B) =

P (A) , òàê êàê B = A.

2. Íî åñëè âûíóòûé øàð íå âîçâðàùàåòñÿ, òî P (B) 6= P (A) .

3. Ðàíåå äâà ñîáûòèÿ A è B ìû íàçûâàëè íåçàâèñèìûì, åñëè ðåçóëüòàò îïûòà

ñ êîòîðûì ñâÿçàíî ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A , íå âëèÿåò íà óñëîâèÿ îïûòà, ñ êîòîðûì

ñâÿçàíî B . Â ñëó÷àå 1. A è B íåçàâèñèìû è P (B) = P (A) .

Â ñëó÷àå 2 A è B çàâèñèìû è P (B) 6= P (A) .

4. Âåðîÿòíîñòü, êîòîðóþ èìååò ñîáûòèå B â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîáûòèå A èìåëî

ìåñòî, íàçûâàòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (B|A) .

Îíà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ â äàííîé ñõåìå:

a) Åñëè A - âûòàñêèâàíèå ÷åðíîãî øàðà, òî P (B|A) = (m− 1)/(n− 1) < m/n,

b) Åñëè A = Ā , òî åñòü âûòàùèëè áåëûé øàð, òî P (B|Ā) = m/(n− 1) > m/n.
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5. Òî åñòü óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå, òàê è áîëüøå áåçóñëîâ-

íîé âåðîÿòíîñòè. Òàê, P (B) = m/n è P (B|A) = (m− 1)/(n− 1) < P (B) = m/n, à

P (B|Ā) = m/(n− 1) > P (B) = m/n.

Åñëè æå ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî P (B|A) = P (B) .

Ïîñëåäíåå ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A è B.

6. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü òàê æå, êàê áåçóñëîâíûå (ñì. 1).

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ñ M è N (ñòð.31), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

P (AB) = P (A)P (B|A),

òî åñòüïîëó÷èòü îáùåå ïðàâèëî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ AB

äâóõ ñîáûòèé. Òîãäà â ñèëó P (AB) = P (BA) èìååì

P (BA) = P (B)P (A|B),

è îêîí÷àòåëüíî P (B)P (A|B) = P (A)P (B|A) èëè

P (B)

P (B|A)
=

P (A)

P (A|B)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çíàÿ P (A), P (B) è P (B|A) , ìîæíî íàéòè P (A|B) .
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